Correction de ’exercice 1

Un sauteur tente de franchir des hauteurs successives numérotées 1, 2, ..., n, ...
Il ne peut tenter de passer la hauteur n + 1 que s’il a réussi les sauts aux hauteurs 1, 2, ... , n
En supposant que le sauteur a réussi tous les sauts précédents, la probabilité de succes au n-ieme saut

est : p, = —. Ainsi, le premier saut est toujours réussi.
n

Pour tout k € N*, on note S, I’événement : « le sauteur a réussi son k-ieéme saut » et on note X la variable
aléatoire réelle égale au numéro du dernier saut réussi.

1.

Formule des probabilités composées :
Pour toute famille (B)) 1,y d’événements tels que P(By N B, N ...N B,_;) # 0, alors :
P(Bl N Bz N..NB ) = P(Bl) X PBl(B2) X .. X PBlﬂBzﬁ_"ﬂBnil(Bn).

. Pourtoutréelt,ona:e' = Z

n=0
X prend toutes les valeurs dans N*.

[X=1]1=S8,NnS,, donc P([X = 1]) = P(S 1)P51(S_2) par la formule des probabilités composées.

D'ou| P(X =1]) = %

La variable aléatoire prend la valeur 2 si et seulement si le sauteur a réussi les sauts 1 et 2 mais a
rat€ le saut 3. Donc [X =2] =851 NS, N S5.

— 1 1
Par la formule des probabilités composées, P([X = 2]) = P(S)Ps,(S2)Ps,ns,(S3) = 3 (1 - 5)’

donc| P([X =2]) = %

Soitn > 2.
L’évenement [X = n] signifie que le sauteur a réussi tous les sauts jusqu’au saut numéro n puis raté
le saut numéro n + 1.

On en déduit que [X (ﬂ S J NS

On utilise la formule des probabilités composées pour calculer la probabilité de cet évenement :
P(X =n) = P(S1) Ps,(S2) Ps,ns,(S3) ... Psn.ns, (Sns1)

1 1
Onen déduitque P(X =n) = pyp2 ... pu (1 = puy1) = — (1 - )
n!

n+1
On remarque que cette formule est encore valable pour n = 1.

Vériﬁons qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité d’une v.a.r. :
1 1 el - 1 1
T,= ) PX=k)= 1-——|= — - - 1-
Z ( )= Zk'( k+1) ekl Hk+1)! (n+1)!

Ainsi, Z P(X =n)=1.

n=1
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1 n
m-D!'n+1"

9. Pourtoutn e N“, ona:t,=nP(X =n) =

t, +1)? .
Alors : 2L = u — 0 et la regle de D’ Alembert assure la convergence de la série de
t, n2(n+2) n—o+eo

terme générique n P(X = n) : X possede une espérance.

<. ok
Pour en calculer sa valeur, on part de sa somme partielle : E,, = Z 1 Z T puis on
= k=Dl o k+ D!

utilise :
ok Skl-1 oy
'Zw+w: k+D! F_Zm+w
k=1 ' k=1 ’ k=1 ) k=1 '
+00
1
[ ] —‘ =c
=0 n.

Finalement,| E(X)=e-1

Correction de ’exercice 2

Les théoremes utilisés seront cités avec précision en s’assurant que toutes leurs hypotheses sont bien
vérifiées.

/2
Pour tout n € N, on pose u, = (—1)" f cos” (1) dr.
0

1. Etude de la convergence de la série de terme général u,

/2
1.1. Ona:Vvre |0, g], cos(t) € [0, 1] et donc, |u,| = f cos” (1) dr.
0

. T .
Ensuite, pour tout ¢ € [O, 5| on a cos""(£) — cos"(¢) = cos”(r)(cos(f) — 1) < 0 et par croissance

7T/2 /2
de I’intégrale, f cos"(t)dt > f cos™(¢)dr.
0 0

Autrement dit, pour tout n € N, |u,| > |u,,1| :| la suite (Ju,|) est décroissante

1.2. On va appliquer le théoreme de convergence dominée :

. ) T
- Pour tout n € N, la fonction f,, : t — cos"(¢) est continue sur [O, 5] ;

- pour tout t € ]O, g] 0 < cos(?) < 1, donc la suite de fonctions (f,),en converge simple-

ment vers la fonction continue par morceaux f définie sur [O, g] par f(f) =0sit e ]O, g]
et f(0)=1;
- pour tout t € [0, g] et pour tout n € N, cos”(¢) < 1, et donc, pour tout n € N, la fonction

f» est dominée sur [0, 5] par la fonction constante égale a 1 qui est intégrable sur

T
0, =|.
i

2
D’apres le théoreme de convergence dominée, | |u,| — f f(Hdt =0
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1.3. D’apres les questions 1.1. et 1.2. la série Z u, vérifie le critere spécial des séries alternées,

n>0

donc elle converge.

. Calcul de la somme de cette série

2.1. C’estpresque du cours : la formule de duplication donne pour tout réel a, cos(2a) = 2 cos’(a)—

1
1, donc cos*(a) = > (1 + cos(2a)). On en déduit que pour tout ¢ réel,

cos? (é) = % (1 + cos(1))

t
2.2. On effectue le changement de variable affine : u = 3 qui donne : df = 2du

/4 d
etdonc,| I= f 4 [tan(u)]g/4 =1
0

cos?(u)

2.3. Intégration terme a terme ?

2.3.1.

2.3.2

2.3.3.

/2
On reconnait en |u,| = f cos”(¢) dr une intégrale de Wallis.
0
Ainsi, pour trouver une relation entre |u, ;| et |u,|, il suffit d’effectuer une intégration par
/2
parties en écrivant que |u,.»| = f cos™ () cos(?) dr.
0

On pose alors : u = cos"™(¢) et dv = cos(¢) dt
D’ol, du = —(n + 1) cos"(¢) sin(¢) dz et on peut choisir v = sin(z).

Les fonctions u et v sont de classe C' sur

T C. . . . .
0, 5] ce qui justifie I’intégration par parties.

/2
Alors : |is2] = [cos™ (D) sin()]F + (n + 2) cos"! (1) sin®(r) dt
0

/2
=(n+1) f cos"(r) (1 = cos’(1)) dt
0

= (n+1) (Jun| = uns2l)

n+1
Et finalement, | |u,.o| = ) |24,
m 1
Onaluolz 5 = let|u1|: 1> 5
. 1
Soit n € N. On suppose que |u,| > .
n+1
. . 7 pd 1
Alors, la relation obtenue a la question précédente permet d’affirmer que |u,.»| > >
n
< c , 1
Il en résulte par récurrence double que 'ona:| VneN, |u,| > 1
n

Il y a deux théoremes d’intégration terme a terme dans le programme :
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- le premier concerne une suite de fonctions (f;,) continues sur un segment et dont la
série converge uniformément sur le segment. Pour nous, f,(f) = (—1)" cos"(¢) sur

. Ce sont bien des fonctions continues, mais la série de fonctions

le segment [0, g

f» ne converge pas en 0.
- le second concerne une suite de fonctions (f,) continues par morceaux sur un inter-
valle et dont la série converge simplement. On a de nouveau f,(f) = (—1)" cos"(¢)

sur

T . . L. .
0, 5] Ce sont des fonctions continues et la série de fonctions Z fn converge

/2
simplement sur |0, g] Toutefois, il faut aussi I’hypothese Z f |f,| converge. Or
0

/2
ce n’est pas le cas carf |l = unl = .
0 n+1

On ne peut donc appliquer aucun des deux théoremes d’intégration terme a terme du
programme.

n

2.4. On pose, pour tout ¢ € [O, g] ettoutn €N, v, (t) = (=1)" cos" (r) et V, () = Z vi (1) .

k=0
Ona:
n 1 - (=1)""" cos"*1(9)
-V eN,Vte]O,—],Vnt: )= — et
" 2 ® 1 + cos(?) . AU 1 + cos(?) ©
donc, la suite de fonctions (V,,), <3 converge simplement sur ]O, 7_2r vers f.

-¥YneN, Vtre ]O, g] , V(@] < = g (#) qui est une fonction intégrable sur

1 + cos(?)

Jl:), f] . Il est aussi possible de majorer par 2.

Le Théoreme de convergence dominée pour les suites de fonctions s’applique et on peut
intervertir passage a la limite et intégration.

Il en résulte que :

« n % n _ % « n n — % 1
Z (=1 j; cos”" (1) dt—f0 (Z (=1)"cos (t)) dt—fo Tcos(t)dt

n=0 n=0
+00

Donc Z u, =1
n=0

Correction de ’exercice 3

Soit n un entier supérieur ou égal a 3.
On note E,, = R" muni de sa structure euclidienne canonique et % = (ey, ..., €,) sa base canonique.

On considere les endomorphismes f et g de E,, définis par :

(f(el):Ze,-ethe|[2,n]],f(ej):el+ej et (g=f—idg).

i=1
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1 |
0O --- 0

. La matrice F de f dans labase Zest: F=|: 0
ro - 0 1
1 o-ee -ee 1
1 -0

La matrice G de g dans la base Zest: G =

|
10 -+ 0 0

. Comme F et G sont symétriques réelles, les endomorphismes f et g de E, sont diagonalisables.

. Diagonalisation de f et de g dans une méme base

3.1.

3.2.

3.3.

34.

n

Onagler) = Y ejetVjel2,nl gle) =er.

i=2

n

Donc Im(g) = Vect ((g(ej))lg,gn) = Vect(#;)ou| H, = (el, Z el-) est libre.

i=2

Donc #,; est une base de Im(g) et par suite rg(g) = dim(Im(g)) = 2.

Comme Vj € [[3,n],g(e; —e) = 0,| %, =(e;—er)3<j<n |est une famille de vecteurs

de Ker(g). Comme elle est libre, de cardinal n — 2 et comme, d’apres le théoreme du rang,
dim(Ker(g)) = dim(E,) — dim(Im(f)) = n — 2, on peut dire que %4, est une base de Ker(g).

On remarque que : Vj € [3,n]],(e; — ez]le;) = 0 et (ej - ez‘ Z ei) =0.
i=2

Chaque vecteur de la base de Ker(g) est donc orthogonal a tout vecteur de la base de Im(g),
donc Ker(g) et Im(g) sont orthogonaux donc en somme directe. On déduit en utilisant le
théoreme du rang que Ker(g) et Im(g) sont supplémentaires orthogonaux dans E,.

Comme g est diagonalisable et dim(Ker(g)) = n — 2, on sait que 0 est valeur propre de g de
multiplicité n — 2.

Donc Tr(g) = 0x (n—2)+ A; + A, = 0 avec A, et A, non nulles. Ainsi,| Sp(g) = {0, 4y, 4>}

avec A; et A, non nuls et vérifiant A; + A, = 0.

On se propose de déterminer A, et A, par deux méthodes :

3.4.1. Méthode 1

(i) Im(g) = g(E,) C E, donc g(Im(g)) C g(E,) =Im(g), i.e. Im(g) est stable par g.
Si x €Ker(g), alors g(x) = 0g, €Ker(g) car g(0g,) = Og,. Donc Ker(g) est stable par

8.
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(i) Comme Im(g) est stable par g, on peut parler de gjim() :Im(g) — Im(g), x — g(x).

n
Sa matrice dans la base 4, est notée H. Notons ] = ¢ et e}, = Z e;j.
j=2

Comme g(e}) = g(ey) = ¢ et g(e}) = Zg(ej) = (n — 1)ey, il s’ensuit que : H =

=2
0 n—-1
1 0 f
(i) yu(X) = X*> — Tr(H)X + det(H) = X* — (n — 1), donc les valeurs propres de A sont

+ Vn — 1. Le sous-espace propre associé a Vn — 1 est Vect( Vn — 1| + ¢)) et celui
associé a — Vn — 1 est Vect(— Vn — le] + €5).

(iv) En concaténant les bases %, et %, on déduit de 3.4. une base A’ de E, dans laquelle
) e H 0
la matrice de g s’écrit par blocs 0o ol
Donc y(X) = X" (X — )X = 1) = X" *yu(X).
D’Ol\l/ll = Vn-1 Ct/lz =—-Vn-1.
3.4.2. Méthode 2
(i) Vxe E,, g(x) = Ax = gz(x) = A°x. Les valeurs propres de g étant 0, A; et A,, celles

de g* sont 0, A} et 43. Donc Sp(gz) = {0, 17, 13}

n

(i) g2(en) = ) gle)) = (1= DeyetVj € [2,n], £(e)) = gler) = Y e

j=2 =2
n-10 -+ - 0
0 1 1 - 1
DouG* = Muigh=| * 1 1
: A |
0 1 -~ 1 1

(i) | Tr(g>) =0+ A2+ 25 =2(n-1)

(iv) Comme Tr(g) = 4; + 4, = 0, il s’ensuit que /l% = /l% = (n—-1). Comme 4; > 0, on

retrouve| A3 = Vn—1letd, =—A1; | Onretrouve les résultats de 3.4.1..

3.5. G étant diagonalisable, il existe P € GL,(R) telle que G = PDP~' ol la matrice D est
telle D = diag(4;, 45,0, ...,0) et P une matrice dont les vecteurs colonnes sont des vecteurs
propres de G.

Xy + -+ x, = Ax

Soit X' = (x; -+ x,). Alors GX = 1X . (1).
Vjel2,n],x = Ax;
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| Vel ==
-Sid#0etx; #0, (1) & X A puisqu’un vecteur propre ne peut
AA=m-1)

étre nul.
Pour A; = Vn— 1 on peut prendre x; = Vo —letVje [[2,n], x; = 1.

Pour A, = —Vn — 1 on peut prendre x; = —Van—1letVje [2,n], x; = 1.
- Si A =0, on a déja vu que Ker(g) = Ker(G) = Vect ((ej - ez)3<j<n).

Vn-1 -Vn-1 0 -~ --- 0
1 1 S, |
] 0
D’otl une matrice P =
0O 1 O
: : P
1 1 0O 0 0 1

36. F=G+1,=PDP'+ PP =P(D+1,)P".
Donc P"'FP = D + I, = diag(1 + 4;,1 + A,,1,..., 1) est une matrice diagonale.

4. Pour résoudre le systeme différentiel X’ = FX + tPe;, utilisons la méthode du cours en posant
X = PY. On est ramené 2 la résolution de Y’ = (P 'FP)Y + te, 2).

yi=0+ Va— 1y +t
(2) &= oy =0-Vn-1Dy,

Vjel3,nl,y; =y,
Il s’ensuit que :

Vjel3,nl, da; e RVt e R, y; = aje.

Jda, eR,Vr€R, y, = age(l_m)’.
Pour déterminer y;, on doit résoudre y' = ay + ¢ 3).
d
3) & —(ye ) =te ™.
(3) 0

at

“ sous la forme t — (at + B)e .

11 suffit de chercher une primitive de ¢ — te~

On peut résoudre 1’équation homogene puis chercher une solution particuliere de la forme ¢ —
at + .

(1+Vn=Dyr _ ! " 1
1+ Vi—-1 (1+ Vn-1)

On termine la résolution en écrivant X = PY.

Donc da; e R, Vt € R, y; = aje

EXERCICE 4

) _ = (sinn)\? _,
On pose pour tout réel x, lorsque cela est possible, f(x) = ” e “'dr.
0

1. Continuité de f
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. : . : . . . sint
1.1. La fonction g est continue sur R} comme quotient de fonctions continues. Comme lim — =

sin(r)\’ -
1, la fonction g : t (T) est prolongeable par continuité en 0 en posant g(0) = 1.

1
1.2. La fonction g est continue sur [1,+oo[. De plus, pour tout t > 1, |g(?)] < 2 et la fonction

t - p est intégrable sur [1, +oo[. Ainsi, par comparaison, la fonction g est intégrable sur

sin(?)

2
) dr est convergente.

+00
[1, +oo[ et I’intégrale f (
1
sin(t)\*

1.3. La fonction ¢ — T) est intégrable sur ]0, 1] car elle est continue sur ]0, 1] et prolon-
geable par continuité en 0. Elle est aussi intégrable sur [1, +oo[. Donc elle est intégrable sur
R} .
. 2
sin ¢
1.4. Posons, pour x > 0etz € ]0,+co[, h(x,t) = — e

—-Xxt

- Pour tout x > 0, la fonction ¢ — h(x, t) est continue sur ]0, + oo [ .
- Pour tout ¢t > 0, x — h(x, t) est continue sur R, .
- Pourtouts >0Oettoutx >0,0na:

0 < e * < 1, donc |h(x,1)| < g(¥), la fonction g étant intégrable sur ]0, +oo[.

D’apres le théoreme de continuité sous I’intégrale, la fonction| f est définie et continue sur R,

2. Régularité de f
2.1. Soient a et b deux réels strictement positifs tels que 0 < a < b. On considere x € [a, b].

2.1.1. La dérivée de ¢ — sin(¢) est t — cos(f) qui est bornée sur R en valeur absolue par 1.
D’apres I’inégalité des accroissements finis, la fonction sin est donc 1-lipschitzienne sur

R. Ainsi, pour tout ¢ > 0, | sin(¢)—sin(0)| < [t—0|, ce quidonne bien:| V¢ >0, 0 <|sin(?)| < ¢

2.1.2. Soit t > 0. D’apres la question précédente, sin’(¢) < #*. De plus, a < x donc —xt < —at et
0 < e™ < e ™ par croissance de I’exponentielle.

. 2
o _ _ ) sin“(1) ~
Ainsi, sin’(f)e™ < e, puis| Yr>0,0< Je e

2.1.3. Soit r > 0. De méme que précédemment, 0 < e < e™. De plus, 0 < sin®(r) < 1. Donc :

Vi>0,0<sin’(f)e ™ <e™!

2.2. Soit a et b deux réels strictement positifs avec 0 < a < b.
- Pour tout x € [a, b], t — h(x,t) est continue sur ]0, +oo.
- Pour tout ¢ €]0, +oo[, x - h(x, 1) est de classe C? sur [a, b].

14/19



) )
sin“(t o°h
Je"” et —» — (x,1) = sin’te”*' sont

Oh
- Pour tout x € [a,b], t » — (x,1) = — 3

continues sur ]0, +oo[.

- Pour tout x € [a, b] et tout ¢ €]0, +oo], te™ ort +— te ™ est continue sur

(x 1

<
[0, +oo[ et intégrable sur [0, +oo[ car re™ = ( ) au voisinage de +oo par croissances

comparées.
2

h )
- Pour tout x € [a,b] et tout ¢t €]0, +oo], e (x,H)] < e, ort — e est continue sur
X

[0, +00[ et intégrable sur [0, +oo[ car a > 0.
D’apres le théoreme de dérivation sous 1’intégrale,

festC?sur[a,bletVxela,b], f”’(x)= f sin®(r) e dt
0

Comme le résultat est valable sur tout segment inclus dans R7, il est aussi valable sur R’,.

3. Une autre expression de f”

On note i un nombre complexe vérifiant i* = —1.
3.1. Soit# € Ret x > 0. Alors |e(i9_x)’| = |ei9t e"“| = |ei9’| |e‘x’| = |e‘)“|. Ainsi, VO € R,V x > 0,
|e(19—x)t| — e—xt
3.2. Pour tout réel t. Soit § € R et x > 0. Comme x > 0, lim ™ = 0, donc lim |1 = 0
t—+00 t—+00
d’apres la question précédente.
2
) ) et —e™! 1,1, 1
3.3. Soit x > 0. Pour tout 7 € R, sin®(f) = | ————— | = —= ¥/ —= %/ +=
21 4 4 2

Prenons A > 0,

A 1 A ] 1 A ) 1 A
f sin(f)e ™ dt = —— f P dr — - f A 4y + — f e dt
0 4 0 4 0 2 0

= _1 . L(e(Zi—x)A -1)- l !

4 2i-x 4 -2i-x

—2i—x 1 1 —Ax
(e >A—1)+§ e Ar_1)

Lorsque A tend vers +oo, on a d’apres les questions précédentes :

1 1 1

1 JLr_r 2 x 1
4 2i-x 4 2i+x 2

1
- =

S = 44— T 2w s

4. Une autre expression de f

4.1. On a pour tout 7 > 0 et tout x > 0, |h(x, )| < e™™ d’apres la question 2.1.1., donc :

+00 1
If()] < f e df = .
0 X

Par encadrement, lim f(x) =
X—+00
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+00 1
4.2. D’apres 2.1.2., pour tout x > 0, |f'(x)| < f te™dr.Onprendu:t>tetv:ts ——e™
X

0
de sorte que lim u(#)v(¢f) = 0. On peut faire une intégration par parties :
t—+00

+00 +00
1 1
f te”dr = —f e dt = —
0 X Jo x?

Par encadrement on obtient lim f’(x) = 0.
X—+00

4.3. La fonction G est bien dérivable sur R par opérations sur les fonctions usuelles. De plus, pour
tout f € R,
21 2

24—
214 1+ (t/2)?

G'(t)=In(~+4)+
=In (7 +4)

4.4. On primitive I’expression trouvée a la question 3.3. : il existe une constante C € R telle que
pour tout x > 0,

’ _1 _l 2
f(x) = 2ln(x) 4ln(x +4)+C

2

. 1 X
Puis, f'(x) = Zln(xz 2

avec la question 4.4.2..
D’autre part, d’apres la question 4.3., il existe D € R telle que pour tout x > 0,

) + C. En prenant la limite lorsque x tend vers +oo, on trouve C = 0

f(x) = %(xln(x) -X) - %G(x) +D = %xln(x) - %xln()c2 +4)— arctan(%) +D

ey . T
Enfin, en utilisant la question 4.4.1., on trouve D = 7

1 1
Dou,| Vx>0, f(x)= Exln(x) - me(xZ + 4) — arctan (%) + g

sin(?)

+ 00 2
5. La fonction f est continue sur R, donc f ( ) dr = f(0) = lirgl fx) = g par croissances
0 =0

comparées.
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