Notations

N désigne ’ensemble des entiers naturels et R I’ensemble des nombres réels.

Pour i et j deux entiers naturels tels que ¢ < 7, [i,j] désigne I'ensemble des entiers k tels
que i < k <.

n
Pour n et k deux entiers naturels tels que 0 < k£ < n, on note ( k) le coefficient binomial &

parmi n.
On désigne par R[X] le R-espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels et, pour tout
entier naturel n, par R,[X]| lespace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal a n.

On identifie un polynoéme et la fonction polynomiale associée. N
vy

).

On se place dans un plan affine euclidien P muni d’un repére orthonormé direct (O;

)

On note B le plan vectoriel dirigeant P et B la base (i, j ).
Pour tout vecteur @ de B, on note || || sa norme euclidienne.

Définitions
Un point pondéré est un couple (M, «), oit M est un point de P et o un nombre réel.

Pour tout entier naturel n non nul, un systéme de n+ 1 points pondérés est un (n + 1)-uplet
((Po, ), - -, (P, ay)). Le poids total de ce systéme de points pondérés est

n
o = E (6778
k=0

Partie A : barycentres

I. Existence et caractérisation

Soit n un entier naturel non nul et ((Fp, ap), ..., (P, @,)) un systéme de n + 1 points
pondérés de poids total .

1. On note f I’application de P dans B qui, a tout point M de P associe le vecteur
=0

a. Soient M et N deux points de P. Démontrer 1’égalité vectorielle
—
f(N)= f(M)+ aNM.
Pour tous M et N de P, on a

f(N) =3 a,NP =3 ay(NM + MP)
1=0 1=0

= (S ) NM + 3" aMB = aNM + f(M).
=0

1=0



b. Démontrer que, si a # 0, alors f est injective et surjective.
Pour M et N dans P, comme « # 0, on a d’aprés a. :

F(M)=f(N) = aMN =10 < MN=10 < M=N

et donc f est injective.

Montrons que f est surjective. Soit U € B On cherche a montrer qu’il
existe M € P tel que W = f(M). En supposant que M existe, on a f(O) =
am + 7, ce qui équivaut, comme « #0, a

on = L=
Q
T4
Soit donc le point M défini par O—]\>4 = & On vérifie que M convient :
«

F(M) = aMO + f(O) = aMO +aOM + @ = 4.

c. En déduire que f est bijective si et seulement si a # 0.

On vient de montrer que si a # 0, alors f est bijective. Pour la réciproque,
raisonnons par contraposition : supposons a = 0 et montrons que f n’est pas
bijective. On tire alors de a. que pour tous M et N dans P (et en particulier
pour M # N), on a f(M) = f(N). La fonction f, constante, n’est donc ni
injective, ni surjective.

2. On suppose a non nul. Montrer qu’il existe un unique point G tel que
= —
S @GP =T,
i=0

Ce point G est appelé barycentre du systéme de points pondérés ((P;, a;))o<i<n-
On note
G = bar((Py, ), - -, (Pn, ).

& — —
L’égalité Z ai@ = 0 équivaut a f(G) = 0.

i=0
d’aprés 1.c. et en particulier 0 a un unique antécédent par f. Autrement dit, il
existe un unique point G tel que f(G) = 0.

Or, comme « # 0, f est bijective

3. On suppose que « # 0 et on note G le barycentre du systéme ((P;, ;))o<i<n-
Montrer que, pour tout point M de P,

S" @ MB = alC.
i=0
Pour tout M € P, on a

f(M):iaim:am—l—f@?):am+ﬁ:am.

II. Barycentre de deux points
Soient Py, P; deux points distincts du plan P.



1. Quel est le barycentre du systéme de points pondérés ((Fy, 1), (P, 1)) ?
D’ apres I.3. appliqué avec M PO, et en notant G = bar((F, 1),(P, 1)), on a
P0P1 = 2ﬁ et donc ﬁ PoPl, ce qui signifie que G est le milieu du segment
[Po ).

2. Démontrer que, pour tout nombre réel ¢, le barycentre du systéme de points
pondérés ((FPy,t), (P,1 —t)) appartient a la droite (PyFP;).
Soit t € R et G = bar((Fo, 1), (Pl, 1 —t)). D’apres 1.3. apphque avec M = Py,
et comme t+ (1 —¢) =1, on a tP1P0 173 Ainsi 173 et P1P0 sont colinéaires
et G appartient a la droite (PyP;).

3. Soit M un point de la droite (PyFPy).

a. Démontrer qu’il existe un unique nombre réel ¢ tel que M soit le barycentre
du systéme de points pondérés ((FPo,t), (P, 1 —1)).
Comme M appartient a la droite (PyPy), il existe t € R tel que PLM = tP, F,.
On en déduit alors, en écrivant PPy = PPM + MPF, :

(1—t)PM +tPoM = 0,

ce qui caractérise M = bar((P,t), (P, 1 —1)).

Si M = bar((Fo,t), (P, 1—1t)) et M = bar((F,t), (P, 1—1')), alors on a
- — — =

PlM:tplpo et PlM:tlplpo et donc (t—t,)Plp(]: O.CommePlpo# 0

(car Py # Py), on a t =t', d’ou 'unicité de ¢.

b. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur ¢ pour que M soit
un point du segment [Py P].

M appartient au segment [Py P]

<= il existe t € [0; 1] tel que PO—]\>4 = tPO—PI

<= il existe t € [0;1] tel que (1 — t)lDo—]\>4 +tP1—]\>4 _
<= il existe ¢t € [0;1] tel que M = bar((Py,1 —t), (Py,t))
<= il existe ¢’ € [0;1] tel que M = bar((Py,t), (P,1—1t"))

III. Propriétés du barycentre
1. Homogénéité

a. Soit A un réel non nul. Montrer que le barycentre du systéme de
points pondérés ((Po, Aag), (P, ), -+, (Pn, Aay,)), de poids total sup-
posé non nul, est égal au barycentre du systéme de points pondérés
((P()?aO) ) (Pla al) ) (an an))

Soit A un réel non nul. Notons G = bar((Fy, Aa) , (P, Aaw) - -+, (Poy Aaw,)).

Par définition, on a alors ZAO@@ = ﬁ, puis /\Zai@ = ﬁ, et donc,

=0 1=0

n
comme A # 0, on en tire g a;GP; = 0, ce qui caractérise le fait d’avoir
i=0

aussi G = bar((Fo, ap) , (P, 1), , (Pn, ).
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b. Soient trois points Fy, P, P, formant un triangle non aplati du plan P.
On suppose qu'il existe deux triplets (g, g, ag) et (ag, o), ob) de nombres
réels, chacun de somme non nulle, tels que les barycentres des systémes
(P, an) , (Pryan), (Pyy,a0)) et ((Po, ), (Prya)), (P2, ab)) soient égaux. On
note alors M ce point.

Démontrer que (o, o, ) et (af, o), ) sont proportionnels.

e
Indication : on pourra justifier que (PyP;, PyP,) est une base de 'espace

|

vectoriel B et décomposer le vecteur PyM dans cette base de deux fagons
différentes.

Notons
M = bar((Fy, ag) , (Pr, 1), (P2, a2)) = bar((Fo, ag) , (Pr, ) , (P2, )

et a =ap+ a3 +ag, o =aj+ o] + .
Remarquons d’abord que FPyP, P, étant un triangle non aplati, les points
Py, Pi, P, sont deux a deux distincts et sont non alignés. Ainsi les vecteurs
PyPy et PyP, sont non nuls et non colinéaires, ce qui implique que la famille
(PyPy, PyP;) est libre dans P. Comme P est un espace vectoriel de dimension
2, cette famille libre de deux vecteurs en est une base, notons-la B. D’apreés
I.3.,0ona

— 1 - -

PoM = — (041P0P1+042P0P2>,

«

et de méme

— 1 — —

Rl = — (a1 PoPi + a5 PP )

/
C ol 1aa .o Q
Par unicité d’écriture d'un vecteur dans la base B, on en tire — = —} et
o) o)
!/ /
Qg Q@ o o
— = —? Ainsi, en notant A = —, on a o = Aa; et o = Aay. Enfin
e
af = o —a] —ah = Ma — a1 — az) = Ay. Les triplets (ag, o, ) et

(o, o), o) sont donc proportionnels.

2. Associativité simple

a. Un cas particulier.
Etant donnés trois points A, B, C' du plan P et trois réels «, 3, v tels que
a+p+v#0et a+ p # 0, on note m; = a+ [ et Gy le barycentre du
systéme ((A4, a), (B, 3)).

i. Démontrer que le barycentre du systéme ((Gy,mq), (C,7)) est égal au
barycentre du systéme ((A, «), (B, 5),(C,7)).

Notons G = bar((Gy,m1), (C,v)). Par définition on a
mlGlzi + 76@ = 6>

et d’aprés I. 3. appliqué avec M = G, et sachant que m; = a + [, on a
aussi

mlCT;l = a@ + ﬁ@,

de sorte que finalement ac?i + 5@ + WG? = 6> On en tire que G =
bar((A, 04) ) (B> 5) ) (C> 7))
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ii.

En utilisant ce résultat, démontrer que les trois médianes d’un triangle
non aplati sont concourantes en un point situé aux deux tiers de chacune
a compter du sommet associé.

Considérons un triangle non aplati ABC, A’, B, C" les milieux respec-
tifs des cotés [BC], [C'A], [AB]. Notons G = bar((A,1),(B,1),(C,1)).
D’aprés IL.1., on a bar((A,1),(B,1)) = ', puis i. implique G =
bar((C’,2),(C,1)), quon peut aussi écrire, avec IIL.l.a., G =
bar ((C”, ;) , (C’, %)) I1.2. entraine alors que G appartient a la mé-
diane (CC") et 1.3. que OC — ;6’—6—5

On montre de méme, en introduisant A’ ou B’ selon le cas, que G appar-
tient aux deux autres médianes (AA’) et (BB'), situé aux deux tiers de
chacune en partant du sommet A ou B.

Montrons enfin que G est le seul point commun aux trois médianes
(«concourantes») : On a déja {G} C (AA) N (BB') N (CC’). Comme
une intersection non vide de droites ne peut étre qu'un singleton ou une
droite, si (AA")N(BB')N(CC") contenait plus que G, alors cette intersec-
tion serait une droite (contenue a la fois dans (AA’), (BB') et (CC")), qui
serait dans ce cas a la fois égale a (AA’), (BB’) et (CC"). On aurait ainsi
(AA") = (BB') = (CC") et en particulier A, B, C' serait alignés et donc
ABC aplati. C’est contraire a '’hypothése de ’énoncé. On en conclut que

(G} = (AA) N (BB') N (CC).

b. Cas général.
Soit n un entier naturel non nul, I = [0,n] et » un entier naturel non nul
inférieur ou égal & n. On suppose que I = JyU JyU---UJ,, les Ji. (k € [0,7])
étant non vides et deux a deux disjoints. On considére un systéme de points
n

pondérés ((P;,ay) 5 ¢ € I) avec Zo‘i # 0. Pour tout k € [0, 7], on suppose

=0

que B = Z a; # 0 et on note Q. le barycentre du systéme ((P;, ;) ; i € Ji).

i€Jk

Démontrer que Z Br # 0 et que

bar((P;, «;) ; i € [0,n]) = bar((Qx, Bx) ; k € [0,7]).

Comme les J;, sont deux a deux disjoints et de réunion égale & I, on a

qui

> -y (z%) Y Y

k=0 \ieJy 1€ JoU...UJ, icl

est non nul par hypotheése.
Notons G = bar((Qg, Bx) ; k € [0,7]). Par définition on a
== >
> BGQL= 0. (1)
k=0

—
Pour tout k& € [0,r], d’aprés 1.3. appliqué avec M = G, on a S,GQy =

>

1€Jg

ai@. On en tire, en réinjectant ces égalités dans (1) :

3 (Z acTB> _7,

k=0 \ieJg
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soit encore Z ai@ = 6), et donc G = bar((P;, o) ; @ € [0,n]).
iel
3. Associativité double
On considére deux entiers naturels p et n, un n + l-uplet (Fp, ..., P,) de points

de P et deux familles finies de réels (o j)o<i<p €t (5i)o<icp Vérifiant
0<i<n

n p
Vi € [0, p], Zam =1et Zﬁi =1.
=0 i=0

Pour tout i € [0,p], on note B; le barycentre du systéme de points pondérés
((P;, i ) ;7 € [0,n]) et on note G le barycentre du systéme de points pondérés
1€

[
((Bi, Bi) ; [0, p])-
n p
Démontrer que Z (Z Biai7j> = 1 et que G est le barycentre du systéme de

j=0 \i=0

P
points pondérés ((P], Zﬁi@é@j) i j € [[0,n]]>.
i=0

Les deux sommations ne contenant quun nombre fini de termes et étant indexées
de maniére indépendante, on peut les échanger :

=0

n p
puis, comme pour tout ¢ € [0, p] on a Z a;; = let Z B; = 1, on peut continuer :
j=0 i=0

i (iﬁiai,j> = 'p Bi x1=1.

j=0 \i=0

I
o

Par définition on a

hS]

B.GE, = 0. (2)

=0

- ——
Pour tout ¢ € [0, p], d’aprés 1.3. appliqué avec M = G, on a (Z ozij) GB; =

=0

n n n
ZaijG—P;, et donc, comme Zaij =1: Cﬁz = ZO‘UG—P; On en tire, en
Jj=0 j=0 =0
réinjectant ces égalités dans (2) :

P n SN N

Zﬁz‘ (Z OéijGPj> =0,

=0 =0

n P
, ) —
soit encore, en échangeant les deux sommes : g ( g @aij) GP; = 0, et donc
—

=0

G = bar (((Pj,zp:ﬁiam> D j € [[0,71]]))
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IV. Barycentres et applications affines
Soit g une application affine de P dans P. On rappelle que sa partie linéaire ¢, est

I'unique endomorphisme de 3 tel que, pour tous points A, B de P,

9(A)g(B) = ¢,(AD).

Soit ((Py, ), - .-, (P, ) un systéme de points pondérés de poids total non nul.
Démontrer que I'image par g du barycentre du systéme ((Fp, ), ..., (Py, ) est le
barycentre du systéme de points pondérés ((g(Fp), o), ---, (9(Pp), an))-

n

— .
Notons G' = bar (P, ap), . . ., (P, o)), de sorte qu’on a E aiGﬁ; = 0. En appliquant
i=0
g & cette égalité vectorielle, on en tire, par linéarité de ¢, :

> e (GB) =0 (T) = 7,
i=0

n

puis, avec le rappel de 1’énoncé, Zaig((}')g(Pi; — 0. On en déduit 9(G) =

bar ((9(Po), o)., (9(P)scn)).

Partie B : polynémes de Bernstein

Définition
Pour tout entier naturel n et tout entier k de I'intervalle [0, n], on appelle k-iéme polynéme
de Bernstein de degré n le polynéme

Boun(X) = <Z> XE(1— X))k,

V. Propriétés des polynémes de Bernstein

1. Valeurs en 0 et en 1
Démontrer que :

Vn e N, Bo(0) = B,n(1) =1
Vn € N*, Vk € [1,n], B,x(0)=0
Vn € N*, Vk € [0,n — 1], B, k(1) = 0.
By, o(X (I1-X)"et B, n(X) = X" et donc B, (0) = B, (1) = 1.
( ) ) ¥ done, si 1 < k < n, le facteur X apparait au moins

une fois dans B, et donc B, ;(0) = 0.
De méme si 0 < &k < n—1,alors n —k > 1 et le facteur (1 — X)) apparait au
moins une fois dans B, et donc B, ;x(1) = 0.

2. Positivité
Démontrer que, pour tout nombre réel ¢ dans U'intervalle [0, 1], tout entier naturel
n et tout entier naturel & de [0, n],

B, k(t) > 0.
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Pour tout ¢ € [0, 1], tout n € N et tout k de [0,n], onat* > 0et (1 —¢)"*>0
(et (}) € N) donc B, x(t) = 0.

3. Symétrie
Démontrer que, pour tout nombre réel ¢, tout entier naturel n et tout entier
naturel & de [0,n],

B i(t) = Byn-i(1 —1).
Pour tout ¢t € [0, 1], tout n € N et tout k de [0,n], on a

n
Bn,nfk(l — t) = (n B k) (1 _ t)n*ktnf(nfk)

n

k>7 on obtient B, , (1 —t) =

. ) n
et par la propriété de symétrie ( k) = (
n —

Bn,k (t)
4. Partition de I'unité
Démontrer que, pour tout nombre réel ¢ et tout entier naturel n,

> Bu(t)=1.
k=0

Pour tout t € R et tout n € N, on a, grace a la formule du binéme de Newton :

> But)=> (Z) A -t =+ (1 —1)" =1

k=0

5. Relations de récurrence

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1 et tout
nombre réel t,

Boo(t) = (1 —t)B,_10(t),
Bon(t) = tBp_1n_1(t).

Pour tout n € N et tout nombre réel t, on a B, o(t) = (1 —1t)" et B, ,(t) =t"
et donc pour tout n € N* et tout nombre réel £, on a bien

Buo(t) = (1 — t)Bu_10(t) et Bun(t) = tBu_1n1(t).

b. Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, tout entier
naturel k£ de [1,n — 1] et tout nombre réel ¢,

B, x(t) = (1 —t)Bp_1x(t) + tBp_1x-1(1).
Pour tout n € N* et tout k de [1,n — 1], on a
(1 —t)Bp_14(t) + tBp_14-1(1)

=(1—1) (” ; 1)25’“(1 —t)niok +t(Z : Dt’“—l(l — t)(n=D=(k-D)
() o
- (Z) th(1 — ¢)nk

- Bn,k(t)

grace a la formule du triangle de Pascal.
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VI. Dérivabilité et maximum
Dans cette question, n désigne un entier naturel non nul.

1. Justifier que, pour tout k € [0,n], B, est dérivable et démontrer les égalités
suivantes, valables pour tout nombre réel ¢ :

B o(t) = —nB, 10(1),
Bv,z,n(t) =nBy1,-1(t),
Vk e [1,n—1], B (t) =n(Bu1s-1(t) = Bu1(1)) -

Pour tout k € [0,n], B, est dérivable comme produit de fonctions polynomiales
donc dérivables sur R.

Comme B, o(t) = (1 — )" et B, ,(t) =t", on a
B o(t)=—n(1—8)""" = —nB,_10(t) et B, ,(t) =nt""" = nB,_1,1(t).

Pour tout k € [1,n — 1], on a

Bl (1) = k(Z> =11 — )"k — (n — k) (Z) $h(1 — ¢kt (3)

n n! B n! B (n—1)! _ (n—1
Or k(k) M= =D =k = in — )l _”(k—1) ot
ny n! B n! B (n-1)!"
0 B eyl ey s Ll pr ey

-1
n(n i ) On en déduit que (3) se réécrit By, ,(t) = n (Bu-1x-1(t) — Bu-1,x(1))-

2. Montrer que, pour tout k € [0, n],

de méme (n — k)

—nsi k=0, nsi k=n,
B;L,k(o): nsik=1, B,/Lk(l): —nsik=n-—1,
0sik>2. O0sik<n—2.

On utilise les résultats obtenus en V.1. et VI.1 :

(—nB,_10(0) = —nsi k=0,

B (0) = n(Bpn-10(0) = Bp—11(0)) =n(l —0) =nsi k=1,

’ n(Bn-14(-1(0) = B1£(0)) =n(0—0)=0si2< k <n—1,
(nBy-1,-1(0) =nx0=0si k=n,
(nB, 1, 1(1)=nx1=nsik=n,

B (1) = n(Bp-1n-2(1) = Bp_1p-1(1)) =n(0—1) = —nsik =n— 1,

" n(Bn-1x-1(1) — B ())ZH(U—O)ZOsilékgn—Q,
(—nBn_10(1) = nxO—OsMc—O

3. Soit k dans [0, n]. Démontrer que la fonction, qui a tout nombre réel ¢ de I'inter-

k
valle [0,1] associe B, ;(t), admet un unique maximum, atteint en —. Donner la
n

valeur de ce maximum.
Sik=0:
Byo(t) = (1 —t)" et donc B, est strictement décroissante sur [0, 1] et admet un

9



k
unique maximum, atteint en t = 0 = — et égal a B, (0) = 1.
n
Sik=n:
Bun(t) = t" et donc B,, est strictement croissante [0,1] et admet donc un
k
unique maximum, atteint en t =1 = — et égal & B, ,,(1) = 1.
n
Sil<k<<n—1:

B%,k( ) k(Z) tk_l(l — t)n_k — (n _ k) (Z) tk(l - t)n_k_l
Z =) T (R(L = 1) — t(n — k)

(1) 0
(k)tk Y1 =)™ (k —tn)
0

Ainsi B, , (t) est, sur [0, 1], du signe de k—nt et donc B, , est strictement croissante

S

k k
sur [O, —] et strictement décroissante sur [—, 1] . Elle admet par conséquent un
n n

unique maximum, atteint en ¢ = —, qui est égal a
n

ma(B)= () (&) (-2) 7 = ()

VII. Un peu d’algébre linéaire
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Pour P € R[X], on note P’ son polynéme
dérivé et on définit les polynémes @, (P) et ¥, (P) par :

o, (P)(X)=nXP(X)+X(1-X)P(X), ¥, (P)X)= E P (E) B,k (X).
n
1. Démontrer que ®,, et ¥,, sont des endomorphismes de R,,[X].

— (I> 2(R,[X]) C R,[X] : Soit P(X) € R,[X]. Si P(X) est le polynéme nul, alors
®,(P)(X) =0.Si P(X) est un polynéme constant non nul, alors ®,,(P)(X) =
nXP(X) est de degré 1 < n. Supposons ensuite P(X) non constant, notons

P

p son degré et écrivons P(X) = Zaka, avec ao,...,a, € R, a, € R*
k=0
(coefficient dominant de P). Alors

®,(P)(X) :nZakaH—i-X (1-X Zlm Xk
k=0

p
= Z nap X+ Z kapX"* — Z kap X F+!
k=0 k=1 k=1

P P
= naoX + Z(n — k)ap X 4 Z kapX*

k=1 k=1

Si p < n, ceci est un polynéme de degré au plus p+1 < n. Si p = n, on
observe que le terme de degré n+ 1 disparait de cette expression qui est donc
bien un polynéme de degré au plus n.

10



— &, est linéaire : pour tous P(X),Q(X) € R,[X] et tout A € R, on a

O, (P+AQ)(X)=nX(P(X)+AQ(X)) + X(1—-X)(P(X)+ \Q(X))
=nXP(X)+n\Q(X)+ X(1 - X)(P'(X)+ Q' (X))
=nXP(X)+ X(1-X)P'(X)+n\Q(X)+ X(1 - X)A\Q'(X)
= &, (P)(X) 4 A%, (Q)(X).

— U, (R,[X]) C R,[X] : Soit P(X) € R,[X]. V,,(P)(X) est une combinaison
linéaire a coefficients réels (les P S pour 0 < k < n) des polyndomes

B0, -..; Bnyn qui sont tous de degré n. Ainsi le degré de W, (P)(X) est bien
au plus égal a n.

— W, est linéaire : pour tous P(X),Q(X) € R, [X] et tout A € R, on a

E(P Q) = 3 (P Q) (£) B

k=0

S () sa(2) v

n

_Np (g) Bur(X)+ 230 (S) By x(X)

k=0

2. Démontrer que, pour tout entier & dans [0, n],
D, (Bi)(X) = kB (X).
D’aprés V.5.a. et VI.1., on a

D, (Brno)(X) =nXB,o(X)+ X(1 - X)B;,O(X)
= nX(l — X)Bn—l,O(X) - X(]_ — X)TLBn_L()(X)
=0,

et

D, (Byn)(X) =nXDB,,(X)+ X(1 - X)B;”L(X)
— 0 X2By 1 (X) + X (1 = X)nBy g (X)
— nX By 11 (X)
=nB, ,(X).

Pour tout k € [1,n — 1], on a grace & V.5.b. et VIL.1. :

CDn(Bn’k)(X) = nXBnyk(X) + X(1- X)B;l,k(X)
=nX ((1-— X)Bn_Lk(X) + XB,-14-1(X))
X1~ X0 (Buorier(X) = Buoyal(X))
=nXBy_1,-1(X)

- n(z - 1) XE(1 — X))k,
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Or n(k — 1) - n(k; —1)l(n—k)! - k/{;!(n — k) = k(l{:) et donc on termine le

calcul par

P, (B i) (X) = <n)X’“(1 — X)"F = kB, 1(X).

3. En déduire que (B0, Bn1, ..., Bnn) est une base de R, [X] et que ®,, est diago-
nalisable dans R,,[X].
On tire de VIIL.2. que les B, o, By.1, ..., B, sont des vecteurs propres de ®,,, res-
pectivement associés aux valeurs propres 0, 1, ...,n. En tant que vecteurs propres
associés a des valeurs propres deux a deux distinctes, ils constituent une famille
libre dans R, [X]. Comme R,,[X] est de dimension n + 1, cette famille libre de
n + 1 vecteurs en est alors une base. Comme R, [X] admet une base de vecteurs
propres de ®,,, on en déduit que ®,, est diagonalisable dans R,,[X].

4. Démontrer que ®,, n’est pas bijectif et que ¥,, est bijectif.
®,, n’est pas injectif car ker ®,, contient B, o qui n’est pas nul. Ainsi ®,, n’est pas
bijectif.
g k
Soit P(X) € kerV,. On a donc Z P () B,ix(X) = 0 (polynéme nul).
n
k=0
Comme la famille (B, g, ..., Bn,) est libre, on tire de cette égalité que, pour tout

k
k€ [0,n],ona P | — | =0 et donc que P(X) a au moins n + 1 racines. Comme
n

P(X) € R,[X], on en déduit que P(X) est le polynome nul.

On a donc montré que ker ¥,, = {0} et donc que W, est injectif. Comme c’est
un endomorphisme d’'un R-espace vectoriel de dimension finie, son injectivité im-
plique sa bijectivité.

Partie C : courbes de Bézier

Les courbes de Bézier ont été inventées a la fin des années 1950 par Pierre Bézier, ingénieur
des usines Renault, pour tracer des profils de carrosserie a ’aide d’un logiciel. Ces courbes
sont également utilisées pour concevoir les polices de caractéres dites polices vectorielles,
comme la police Postscript.

Définition

Soit m un entier naturel non nul et (P, P,...,FP,) un n + l-uplet de points de P.
L’ensemble des points M (t) = bar ((Po, Buo(t)), (P, Bui(t)), ..., (Pn, Bun(t))), lorsque t
décrit l'intervalle [0, 1], s’appelle la courbe de Bézier de points de contrdle (P, P, ..., P,).
On note cette courbe I'((Py, Py, ..., P,)). Le point M(t) est le point de I'((Fo, Pi, ..., P,))
de parameétre .

VIII. 1. Montrer que, pour ¢ appartenant a 'intervalle [0, 1], M (t) est bien défini.
D’aprés 1.2., un barycentre d’un systéme pondéré n’est bien défini que si le poids
n
total de ce systeme est non nul. Ici le poids total est Z B, () et donc est égal

k=0
a 1 d’aprés V.4., de sorte que M (t) est bien défini.

12



IX.

XI.

2. Montrer que, pour ¢t appartenant a l'intervalle [0, 1]
= s
0M(t§ =  Bux(t)OP.
k=0

Comme le poids total du systéme est égal a 1, I'égalité cherchée est une application
immeédiate de 1.3 ou M = O et G = M(t).

3. Démontrer que les points F, et P, appartiennent a la courbe de Bézier
(P, Pr,..., P)).
Comme pour tout k£ € [1,n], on a B, x(0) = 0 (et B,o(0) = 1) et, pour tout
ke [0,n—1],ona B,k(l) =0 (et By, (1) =1), on en déduit que M(0) = Fy et
M (1) = P,. Ainsi P, et P, appartiennent bien a la courbe.

On consideére la courbe de Bézier I' associée aux points de controle (P, Py, ..., Py_1, Py)
et la courbe de Bézier I associée aux points de controle (P,, P,_1,--- , P, Py) (la liste
des points de controle de I'" est parcourue en sens inverse de celle des points de controle

de I).
Pour tout réel t € [0, 1], on pose :

M(t) :bar((P(b BnO( )) (Ph nl( ))7 7( n—1, Bn,nfl(t))a(Pna Bn,n<t>>>>
N(t) = bar (B, Bno(t)), (Pao1; Bna(t)), .- (P, Bun-i(t)), (Po, Bna(t))).
1. Montrer que, pour tout ¢ € [0,1], M(t) = N(1 —t).
Pour tout ¢ € [0, 1], on a grace a V.3. :
N(l - t) = bar ((Pm Bn,O(l - t)) ) (Pnfla Bn,l(l - t)) R (P07 Bn,n(l - t)))
= bar ((Pn7 Bn,n(t)) s (Pnfla Bn,n71<t)) P (P07 Bn,O@))) .
Comme la définition d’un barycentre issue de 1.2. ne dépend pas de 'ordre des
points pondérés dans le systéme, on en déduit que N(1 —t) = M(t).
2. Que peut-on en déduire pour les courbes de Bézier I' et IV ?
I'={M(t);t €[0,1]} ={N(1 —1);t € [0,1]} ={N(t);¢" € [0,1]} =T".

Montrer que la courbe de Bézier associée aux points de controle (Fy, Py) est le segment
[Py, P

[((Fo, 1)) = {bar((Fo, Bio(t)), (P, Bia(t)));t € [0,1]}
— {bar((Py, 1 — 1), (Pr,1)): £ € [0, 1]},

On en déduit grace a IL.2.b. que I'(( Ry, P,)) = [Py P

Dans cette question on suppose que P, et P, sont distincts et que P,_; et
P, sont distincts. _

Montrer qu’un vecteur tangent en Py a T'((Fp, . .., P,)) est nPy P et préciser un vecteur
tangent en P, a T'((Fo, ..., P,)).

D’apres VIIL.2., T'((Fp, ..., P,)) est la courbe paramétrée décrite par :

OM(t) = 3" Bux(t)OP.
k=0

-
t — OM(t) est dérivable sur R puisque les B, ;. le sont et :

dOM Z B o 28

13



XII.

XIII.

A l'aide de VI.2., on en tire en particulier :

—
dOM ) _ B P,
——(0)=n .
1 011
. @]
Or P, et P; sont supposés distincts ; donc le vecteur T (0), non nul, est un vecteur
—
tangent a la courbe en Py = M(0). Il en est de méme pour le vecteur PyP; qui lui est

proportionnel.
En raisonnant de méme en t = 1, on obtient :

e
M e
%(1) = nPn_lpn.

s

Comme P,_1 et P, sont supposés distincts, le vecteur (1), non nul, est un vecteur

dt
tangent a la courbe en M (1). Donc P,_; P, qui lui est proportionnel est aussi un vecteur
tangent a la courbe en P, = M(1).

Soit g une application affine du plan P. Montrer que l'image par g de la courbe de
Bézier I'((F, . .., P,)) est une courbe de Bézier dont on précisera les points de controle.
g(T((Py,. .. ,P,,L)) = {g(M(t));t € [0,1]} et on a alors directement g(I'((Py, ..., P,)) =
L'((g(Fy),...,g9(P,)) grace a IV.

Soit ip un entier de l'intervalle [0,n] et @ un vecteur de B On note Pj l'image
du point P;, par la translation de vecteur @. On considére la courbe de Bemer dans
laquelle le pomt de controle P, a été remplacé par Fj , les autres étant inchangés.
Pour ¢ appartenant a l'intervalle [0, 1], on note N (t) le point courant de cette nouvelle
courbe de Bézier.

Montrer que, pour tout réel ¢ de 'intervalle [0, 1], le vecteur M (t)N(t) est colinéaire a

i et que
i (n —ig)" "
s IMONG) = (1) E o

te[0;1]

Grace a VIIL.2., on peut écrire :

M()N(t) = M(t)O + ON(t)

— —
== Bui(t)OP + Bk (t)OP; + By, (t)OP!
k=0 k=0,#19
— —
= Bnﬂo (t)OPio + Bn,io (t)OPi/O
> o
- Bn,io (t)PioPio
— B, ()W

et donc, comme B,, ;,(t) = 0 pour tout ¢ € [0, 1], on a ||M(t)N(t)H = B, ()||||, de

sorte que
ma (| M(N(#)]]) = max (B, (1)).]| 7.

te[0,1] t€(0,1]

On conclut avec VI.3. qui donne

max By (1)) = Bus, (%‘)) - (") in" (1 — io)""*

te[0,1]
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Partie D : algorithme de Casteljau

XIV. Soient Py, P;, P> trois points du plan P. Soient ¢ un réel appartenant a l'intervalle
[0,1] et M(t) le point de parameétre ¢ de la courbe de Bézier de points de controle
(Py, P1, P2). On a donc :
M(t) = bar (Fo, B2,o(t)), (P1, B2a(t)), (P2, Baa(t)))-

1. Expliciter By(t), Ba(t), B2a(t).
Bn,k;(t) - (Z)tk(l —1 n=k donc

Boo(t) = (1 —1)?, Bo(t) = 2t(1 —t), Bao(t) = t2.

VEk € [0,2], Myo(t) = P,
Mo,1(t) = bar (Moo(t), 1 —1), (Mio(t), 1)),
My (t) = bar (Mio(t), 1—1), (Mao(t), 1)),
My o(t) = bar ((Mo(t), 1 —1),(Ma(t), t)).

On peut représenter cette construction a ’aide du schéma ci-dessous :

P2 == MQ,O(t>

Montrer que M (t) = My»(t). On justifiera cette égalité en citant explicitement
chacun des résultats utilisés.

Myo(t) =Py, Miog= Py, May= P,
A{(),l(t) :bar((Po, 1 —t>,<P1, t)),
]\/1]7](15) :bar((P1, 1-?5),(P2, t))
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Ainsi on a

Mo’g(t) = bar((M()J(t), 1 —t) s (Ml,l(t), t))
= bar ((bar (Py, 1 —1t), (P, t)), 1 —=1t), (bar (P, 1 —1), (P, t)),t))
= bar (P, (1—1)%), (P, t(1—=1)), (P, (1=1t)t), (P, t°))

~bar (B, (1= 1), (P, 21— 1), (P )
— M),

XIV.1.

XV. Soient n un entier naturel non nul, Fy,..., P, n + 1 points du plan et ¢ un réel ap-
partenant a U'intervalle [0, 1]. On définit par récurrence sur [ les points M, ;(t) du plan
indexés par [ € [0,n] et k € [0,n — ] de la fagon suivante :

Vk € [0,n], Mo(t) = P,
Vi e [[Oa n— 1]]7 Vk € [[Oa n—1I— 1]]7 Mk,H—l(t) = bar ((Mk,l(t)7 - t) 3 (Mk-i-l,l(t)? t)) .

1. Montrer que, pour tout [ appartenant a [0,n] et tout k appartenant a [0,n — ],
My (t) = bar (P, Bio(t)), (Pet1, Bii(t)), ..., (Per, Bua(t)))-

On fixe n € N*. On va procéder par récurrence sur [ € [0,n] pour montrer la
propriété (H;) suivante :

(Hl> :Vk € [[O, n—l]], Mk,l(t) = bar ((Pk, Bl’g(t» s (PkJrl, Bl,l(t)) sy (Pk+l7 Bu(t))) .

— initialisation 4 [ =0 : Yk € [0,n], M o(t) = P, = bar ((P, Boo(t))) (c’est
inutile ici mais on peut remarquer que By o(t) = 1).

— hérédité : supposons (H;) vraie pour un certain entier [ compris entre 0 et
n — 1. Montrons que (H;1) est vraie. Soit donc k € [0,n — 1 — 1].

Mypaa () = bar (Mia(£), 1—1£), (Misaa(£), £))  (par définition)
— bar ((bar (Pe, Bio(t)), (Pests Bir(®)) -y (Poss Bu(®)),1—1),
bar ((Per1, Bio(t)), (Prsz2, Bia(t)),- .-, (Prsir1, Bi(t))) 1)
(par hypothese (H;))
= bar (P, Bio(t)(1—1)), (Prs1, Bia(t)(1 —1) + Bio(t)t),
ooy (Begts Bua()(L = t) + By (8)t) , (Prgisr, Bia(t)t))
(par IT1.3. et V.4.)

= bar ((Pg, Bit10(t)), (Pes1, Biy11(t)) .oy (Petis1, Biyiisa(t)))
(par V.5.)

On en déduit que (H;y1) est vraie.

D’aprés le principe de récurrence, comme (Hy) est vraie et VI € [0,n — 1], (H;)
vraie = (H;41) vraie, on en déduit que la propriété (H;) est vraie pour tout
[ € ]0,n].

2. Expliquer comment ces points permettent de construire le point M () de la courbe
de Bézier P((P(), Pl, ey P’n))
On tire de la question précédente que M (t) = M ,(t) et donc le principe itératif
de construction suivant :
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1—1t
\
¢ MO,l(t> 1—1¢
/ \
Py = M (t) 1t " Mo (1)
\ /
Miadt) 4
t ~
M 5(t) &t
MO,nfl(t)
N
1—1t ;M)
\ —
M (1)
t
1=t tMn—?),Q(t)
\ —
tMn—2,1(t) 1+
/ \
Pn—l - Mn—l O(t>1 —t tMn—2,2(t)
\ /
tMn—l,l(t)
/
P, = M,(t)

XVI. Dans le repére orthonormé direct (O; i, j ), on considére les points

Py(0;0) Pi(1;1) P (2;1) P3(2;0).

1
Construire géométriquement, a ’aide de I'algorithme de Casteljau, le point M <§> de
1
la courbe de Bézier I'(( Py, P1, P, P3)) de paramétre ¢ = 3

1
Ici on am = 3 et t = = et donc chaque barycentre construit a partir de deux points

précédents sera le milieu du segment précédent :

Py
\
A = mil[PyP,]
~
P -~ D = mil|AB]
\ — ~-
~ -
P, — E = mil[BC|
-
Py —

17



) P B Py
D E
p V[ \
0.5 C
P() ‘ ‘ ‘ P3
0.5 1 1.5 2

Partie E : points de contréle aux sommets d’un carré

Dans toute cette partie, A, B, C, D sont les sommets d’un carré.
On note Q l'ensemble {A, B,C, D}.

XVII. Isométries du carré.
On se propose de déterminer 1’ensemble Z(Q) des isométries du plan P qui conservent
globalement I'ensemble Q. Parmi elles, Z7(Q) désigne I'ensemble de celles qui sont
directes et Z=(Q) I'ensemble de celles qui sont indirectes. La médiatrice du segment
[BC est notée A et sp désigne la réflexion d’axe A.

1. Montrer que Z(Q) et Z7(Q) munis de la composition des applications sont des
groupes. En est-il de méme pour Z(Q) 7
Comme une isométrie est bijective, montrons que Z(Q) et Z7(Q) sont des sous-
groupes du groupe des bijections de P dans lui-méme, muni de la loi o.

— Idp appartient & Z(Q) et A ZT(Q).
— Pour f,g € Z(Q),on a:

VM, N € P,(f og)(M)(fog)(N)=f(g(M))f(g(N)) =g(M)g(N) = MN,
et donc fog € Z(Q). Et si en plus f et g sont directes, alors f o g aussi :

det(@ o) = det(ps 0 @,) = det(py) det(py) =1 x 1 = 1.

— Pour f € Z(Q) et M,N € P :sionnote M = f~1(M) et N' = f~1(N),
on a f(M)f(N') = M'N’ (car f est une isométrie) et donc MN =
FYM)f7YN), de sorte que f~! € Z(Q). Et si en plus f est directe, alors

1

1 aussi : det(py—1) = det(gp}l) = m =7= 1.

Z-(Q) n’est pas un groupe car il ne contient par exemple pas Idp.
2. Montrer que 'application

est bijective.

Notons que, comme sp € Z~(Q), pour tout f € Z(Q), on a bien spo f € Z~(Q)
(car det(ps,or) = det(gps, ) det(pf) = —1 x 1 = —1). Ainsi F' est bien définie. De
la méme fagon, 'application

. .{I(Q) - T7(Q)
' g = Sa©°g

est bien définie. De sp 0 sp = Idp, on déduit FoG = Idr-(g) et GoF' = Idz+(g),
ce qui suffit pour montrer que F est bijective.
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3. Démontrer que Z7(Q) contient exactement 4 éléments. Donner la liste de ces
éléments et la table du groupe Z7(Q).

—

Notons 2 le centre du carré ABCD. On a QA + (ﬁ + @ + (ﬁ = 6>, de sorte
que Q = bar((4,1),(B,1),(C,1),(D,1)). Alors, pour tout f € Z7(Q), f étant
une application affine et laissant globalement invariante Q, on a

7©) = bar(F(4), 1), (f(B), 1), (£(O), 1), (/(D), 1))
= bar((A,1),(B,1), (C, 1), (D, 1)) = Q.

Ainsi les éléments de ZT(Q) sont des isométries directes de P ayant au moins un

point fixe, 2. Ce sont donc des rotations, de centre §2. L’angle d’une telle rotation

— 3
f est alors déterminé par 'angle (QA, Qf(A )), qui vaudra donc 0, g, T ou g selon

que f(A) = A, B,C ou D. Ainsi Z7(Q) contient exactement 4 éléments : f; = Idp,

3
fo=r (Q, g), fs =7 (2, ) (symétrie centrale de centre ), et fy =r (Q, g)

La table du groupe est :

ol filfe|fs]|fa
Jilfi| fo| 3] fa
Jol fo| 3| fal S
Ja| fs| Ja| f1] [o
JolJal | o] f3

4. Préciser les caractéristiques géométriques de chacune des isométries de Z(Q).
Grace a XVIL2., on a Z7(Q) = {fs, fs, f7, fs}, avec :

Js=sa0[f1=sA

fe = sa o fo = s(pp) (réflexion d'axe (BD))

f7 = sa 0 f3 = sa (réflexion d’axe la médiatrice A" de [AB])
fs = sa 0 f1 = sc) (réflexion d'axe (AC)),

En effet, Pour trouver sa o fo, on a décomposé la rotation f en fo = sap o
s(pp) puisque 'angle orienté entre les deux droites(BD) et A est égal, modulo
m, a la moitié de ’angle de la rotation f;. Un raisonnement similaire permet de
déterminer sa o f3 et sa o fy. Finalement,

L(Q) = {f1, fo, f3, fu, f5, fo, fr, [s}

T 3T
= {fd% 7”(975), 50, T (977>, SA, S(BD), SA/ S(AC)}-

XVIII. On se propose d’étudier toutes les courbes de Bézier dont les points de controle sont
situés aux sommets du carré Q.

Rappel : I'ensemble des permutations d’un ensemble fini F est un groupe pour la
composition des applications. Ce groupe est noté G(F).

1. Quel est le cardinal du groupe &(Q)?
Q étant un ensemble de cardinal 4, le groupe &(Q) est de cardinal 4 !=24.
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2. Pour ¢ € 6(Q), on note I', = I'((¢(A),0(B),0(C),c(D))) la courbe de Bé-
zier de points de controle (c(A),o(B),o(C),o(D)). La courbe T, est dite courbe
de Bézier associée a la permutation o. En s’appuyant sur les questions précé-
dentes, déterminer huit permutations o € &(Q) telles que I', soit isométrique a

I'(A, B,C, D).
Les 8 isométries f; trouvées en XVIIL.4 induisent 8 permutations o; de Q (en
posant o; = f,;|Q). On a alors, pour tout i € [1,8] :

= f((gi(A), 0i(B),0:(C),0:(D)))
~T,,

et donc, pour tout i € [1,8], I'((A4, B,C, D)) et I',, sont isométriques (via l'iso-
métrie f;).

3. On prend pour sommets du carré les points
A=(-1;-1) B=(1;-1) C=(1;1) D=(-1;1)

et on note I'; la courbe de Bézier T'((4, B, D, C)) associée a la transposition qui
échange C' et D.
Pour ¢ € [0, 1], on rappelle que le point courant de I'; de paramétre t est le point

M(t) = bar (4, B3o(t)), (B, Bs(t)) . (D, B32(t)), (C, Bs 5(1)))

a. Montrer que I'y et I'((C, D, B, A)) sont égales. En déduire que I'; est symé-
trique par rapport au point O.

Fl d:éf F((Aa Ba Da C)) I;2 F((Cv D7 Bv A))
On a alors
So(rl) X?I. F(So(A), So(B), So(D), 90(0))
—T((C, D, B, A))

et donc I'y est bien symétrique par rapport a O.
— =
b. Montrer que les coordonnées (z(t) ;y(t)) de M(t) dans le repére (O; i, j
sont données par :

)

Y

x(t) = 8> — 126* + 6t — 1, y(t) = —4t° + 6t* — 1.
D’aprés VIIL.2. appliqué a I'y = T'((A, B, D, C)), on a
OM(#) = Bso(1)OA + Bay(1)OB + Bsa()OD + Bys(t)OC
et donc, comme
Bso(t) = (1 — 1), Bsy(t) = 3t(1 —t)?, Bsa(t) = 3t*(1 —t), Bss(t) =1,
on en tire

o(t) = (1—1)*(=1) +3t(1 —t)* + 33 (1 —t)(=1) + > =8> — 12> + 6t — 1
y(t) = (1 —t)*(=1) +3t(1 —t)*(=1) + 3t*(1 — t) + t* = —4t> + 6t° — 1.
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c. Tracer la courbe paramétrée I';.
x et y sont des fonctions dérivables sur [0, 1] et on a

1 2
x’(t):24t2—24t+6:24(t—§) >0

y'(t) = =121 + 12t = 12t(1 — t) > 0.

On en déduit que x et y sont croissantes sur [0, 1], de-1a 1 (z(0) = —1 = y(0)

1 1 1
et x(l) =1=y(1).Onacz <§> =0=y (5) donc M (5) =0.0na
1
2 =0ety (5) = 3, donc la courbe admet une tangente verticale en
0. On a M(0 D’aprés XI., la tangente en A est dirigée par le vecteur

AB. De méme, M( ) = C et la tangente en C' est dirigée par le vecteur DC.
On obtient la courbe :

4. On admet que les deux courbes I'y et I's représentées ci-dessous sont aussi des
courbes de Bézier ayant pour points de controle les sommets du carré Q.

\
w

FQ FS

Déterminer une permutation 7, de &(Q) telle que I'y = I';, et une permutation
73 de &(Q) telle que I's = I';,.
On remarque que A et D appartiennent & I'5, mais pas B et C. Ainsi
d’aprés VIIL.3. et en admettant que I'y est une courbe ayant pour points de
controle A, B,C,D, on a I'y = I'((A,B,C,D))(= T'((D,C,B,A)) ou I'y =
I'((A,C,B,D))(=T((D,B,C,A)). Or, grace a XI., on sait que les vecteurs tan-
gents en A respectivement a I'((A4, B,C, D)) et F((A C, B, D)) sont AB ot AC.
On en tire donc, au vu de la courbe I's, que 'y = I'((A4, B, C, D)), de sorte que
'y =1, avec 75 = idg.
Avec le méme raisonnement (A, D € I's et 1@ vecteur tangent en A a I's au
vu de la courbe), on obtient I's = I'((A, C, B, D)), de sorte que I's = I';, avec
73 = (B C) (transposition de B et C).
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5. A Dlaide du résultat précédent, démontrer que I's et I's sont symétriques par rap-
port a 'axe des abscisses, ce qui est confirmé par les représentations graphiques.
L’axe des abscisses est la droite précédemment notée A, médiatrice de [BC].

sa(Ds) = sa(T((A, B,C, D))
I'(sa(A), sa(B),sa(C),sa(D)))

XIL.
=I'((D,C,B,A))
= I((4,B.0.D))
- FQ.
Un calcul analogue montre que sa(I's) = I's. On en déduit que I'y et I'y sont

symétriques par rapport a l'axe des abscisses.

6. Démontrer que toute courbe de Bézier ayant pour points de controle les sommets
du carré ABCD est isométrique & I'une des trois courbes I'y, 'y, I's.

Il y a au plus 24 courbes de Bézier de points de controle A, B, C, D, ce sont les
Iy, 0€6(Q).
En XVIII.2., on a vu que les 8 courbes I',, (i € [1,8]) sont isométriques a
I'((A, B,C, D)), c’est-a-dire a I's.
Pour tout i € [1,8], on a
Loiory = T((03(A), 04(C), 04(B), 0:(D)))
fiT((A, €, B, D))
fi

(Ts),

et donc les 8 courbes I'y.o-, (i € [1,8]) sont isométriques a I's.
Pour tout ¢ € [1,8], on a

(A),01(B), 04(D), 04(C)))
= (r (A,B,D,C)))
)

et donc les 8 courbes I'y o p) ( € [1,8]) sont isométriques a I';.

Enfin, en reprenant la descrlptlon faite en XVII.4. et XVIIIL.2., et en notant
(MN) la transposition échangeant M et N (et (M N P) le 3-cycle transformant
M en N, N en P, P en M, etc), on a

o _ [ ide. (ABCD), (AC)o (BD), (ADCB)
lonl<i< 8} {(AD%NBC%(ACL(ABMWCDL(BD)}

puis

o (BC), (ABD), (ACDB), (ADC).
{”O‘BC%1<Z<8}:{(AD%<ACBy(ABDCL(BCD)}’

et

o (CD), (ABC), (ACBD), (ADB),
{@ong%1<Z<8}:{(ADBCL(AOD%(ABL(BDO)}

Ces 24 permutations étant deux a deux distinctes, on conclut que
S(Q)={o;i€[1,8]}U{oio (B C);ie[1,8]}U{o;o(C D);ie€l[l,8]}

et donc que toutes les courbes de Bézier ont bien été traitées dans I'un des 3 cas
ci-dessus.
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7. En déduire que toute courbe de Bézier dont les points de contréle sont les sommets
d’un carré est semblable & 1'une des trois courbes I'y, 'y, I's.
Soit un carré¢ A’B'C'D" et Q' ={A", B’,C", D'}. En tant que carré¢, A'B'C'D’ est
semblable au carré ABCD, c’est-a-dire qu’il existe une similitude g de P telle que
g(A) = A", g(B) = B',g(C) =C",g(D) = D"
La restriction de g & @ induit une bijection 7 de Q sur Q'.
Notons que l'application @, : &(Q) — 6(Q),0’ > 7! o0 o7 est
bijective (d’inverse @' : &(Q) — &(Q),0 > 7T oo o 7). Soit
['((o'(A), 0 (B"),c'(C"),d' (D)) (avec ¢’ € &(Q')) une courbe de Bézier ayant
pour points de controle les sommets de A’B'C'D’. Notons o = ®,(¢’), de sorte
que 0’ = Toor ! Alors on a

['((o'(A"),0'(B),d'(C"),d' (D)) =T((roor Y (A),...,Toor (D))

Ainsi toute courbe de Bézier ayant pour points de contrdle les sommets de
A'B'C'D’ est semblable a une courbe de Bézier ayant pour points de controle
les sommets de ABC'D, qui elleeméme est isométrique a [';,['s ou I's d’aprés
XVIIIL.6.. On en déduit que toute courbe de Bézier ayant pour points de controle
les sommets de A’B’C'D’ est semblable & I'1, 'y ou I's.

Partie F : raccordement de courbes de Bézier

Pour construire une courbe de Bézier de forme complexe, il faut utiliser de nombreux points
de controle. Dans ce cas, le degré des polynémes de Bernstein est élevé et la construction
de la courbe de Bézier peut étre lourde. Il est alors plus judicieux de raccorder des courbes
de Bézier de degré peu élevé.

Soient n et m deux entiers naturels non nuls supérieurs ou égaux a 2 et soient F, ..., P, et
Qo, - .., Q, des points de P. On pose :

M(t) = bar ((POa Bn70(t)) ) (P17 Bn,l(t)) P (Pm an(t))) ;
N(t) = bar ((Qo, Bmo(t)),(Q1, Bnailt)), -+, (Qm, Buml(t)))-

On suppose que P, et Qo sont confondus; les deux courbes de Bézier I'((Fo, P, ..., P,)) et
I'((Qo,Q1,-..,Qm)) se raccordent donc en ce point. La courbe raccordée est notée

L((Po, Pry oo Pu)) VI(Qo, Q1 - -+, Q)

On dit que la courbe raccordée I'((Fy, Py, ..., P,))VI((Qo, Q1, - .., Qm)) est lisse au point de
raccordement lorsque la demi-tangente a gauche a I'((F, ..., P,)) en P, et la demi-tangente
a droite T'((Qo, - .., Qm)) en Qy ont la méme direction.

XIX. Dans cette question on suppose que P,_;, P, et (); sont trois points deux a
deux distincts.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur P,_1, P, et ()1 pour que
la courbe raccordée I'((FPo, Pi, ..., P,)) VI'((Qo, Q1,-..,Qm)) soit lisse au point
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de raccordement.
Une démonstration du caractére nécessaire et suffisant de la condition donnée est
attendue.

D’apres XI., comme P, ; et P, sont distincts, la demi-tangente & gauche a
I'((Py,...,P,)) en P, est dirigée par P, 1F,. Et de méme, comme P,(= Qo)
et ()7 sont distincts, la demi-tangente a droite a I'((Qo, ..., Q,,)) est dirigée par
Qo1 = P,Q1. Ainsi la courbe raccordée est lisse en P, = (g si et seulement si

les vecteurs P, P, et P, sont colinéaires, autrement dit si et seulement si les
points P, 1, P, et ()1 sont alignés.
2. On admet que la courbe raccordée I'((Py, Py, ..., P,)) VI'((Qo, @1, - .,Qm)) peut

étre paramétrée par :

t— OR(t) =

Y

OM(2t) si0<t<
1
ON(2t —1) si 5

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur P,_1, P, et ()1 pour que
ce paramétrage de T'((Py, Py, ..., P,)) VIT((Qo, Q1,-..,Q.)) soit de classe C.
Une démonstration du caractére nécessaire et suffisant de la condition donnée est
attendue.

1
2
<t< 1l

1
La fonction 6 : ¢ — OR(t) définie sur [0 ;1] est de classe C! sur [O ; 2{ et sur

1
}2 ;0]. De plus,

lim OR(t) = OF,, lim OR(f) = OQo.

[ r— L
‘L*)Q ‘L*)Q

Comme P, = @y, 0 est continue en 3"

. . 1 :
D’apres XI., les vecteurs dérivés a gauche et a droite en 3 sont respectivement

—_— ——
2nPn71Pn> 2777,@0@].

Donc :

— —
0 est de classe C! sur [0;1] <= 2nP, 1P, = 2mQyQ;

— —
< nP, 1P, = mP,Q;.

XX. On reprend la courbe I'y introduite dans la question XVIII. 3.

1. On se propose de raccorder I'y en C' & une courbe de Bézier I'((C, E, F)) a trois
points de controle. Expliquer ou il faut placer les points E et F' pour respecter
les deux contraintes suivantes :

a. le paramétrage de la courbe raccordée introduit dans la question XIX. 2. est
de classe C*.

b. le point F est situé sur 'axe (Oz) et la tangente en F' & la courbe a pour
pente 1.
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On note alors I' =T'; VI'((C, E, F)).
D’aprées XIX., le paramétrage de la courbe raccordée I'((A4,B,D,C)) V
[((C,E, F)) est de classe C' si et seulement si 3DC = 2@, ce qui donne

2 o SCE—l
(o) =20 )
et donc F = (4;1).

D’apres la question XI., la tangente a I" en F est dirigée par ﬁ et, par hypothese,
par le vecteur (1;1). Ces deux vecteurs sont donc colinéaires. On en déduit que

$F—4:yF—1.

De plus, comme F est sur 'axe des abscisses, yr = 0 et donc F' = (3;0).

2. Donner I’allure de la courbe T'.

08
06
04

02

-1.2 -1 -0.8 -06 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 06 0.8 1 12 1.4 16 1.8 2 22 24 26 28 3 32
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