Exercices - Capes 2015 - premiére épreuve : corrigé

AVERTISSEMENT : Ceci n’est pas une correction in extenso du probléeme de capes. Il s’agit plutét
d’une lecture personnelle des questions, avec des indications, des idées de preuve, des mises en
garde d’erreurs a éviter. Ce n’est surtout pas une correction modele a reproduire... Pour signaler
toute erreur, merci d’écrire a devgeolabo@gmail.com

Premier probléeme
Partie A

ALl

Al2.

A.L3.

Ecrivons le nombre complexe z sous la forme z = x + iy. Alors on a

Re(z) < [Re(z)| = |o| = Va? < \Ja? + 42

la derniere inégalité étant une conséquence de la croissance de la fonction racine carrée.
Pour déterminer les cas d’égalité, la méthode est simple : on repere toutes les inégalités
utilisées, et on aura égalité si et seulement si ces inégalités sont des égalités. Ici, les deux
inégalités utilisées sont Re(z) < |Re(2)| et vVz2 < /224 y2. On a donc égalité si et
seulement si |z| = z et /22 + y2 = Va2, c’est-a-dire si et seulement si z > 0 et y = 0. On
a donc égalité si et seulement si z est un réel positif ou nul.

C’est une question de cours et le jury y a été tres attentif. Quand on travaille avec des
modules, on a tout intérét a se souvenir que ce qui est facile a calculer, c’est le carré du
module. Tout étant positif, il suffit ici de démontrer que |21 + 22|? < (|21| + |22])2. Mais
on a

|21 + A22|2 = (z1+ 22) X (21 + 22)
1212 + 222 + 2122 + 2241
| 21| + |22* 4 2Re(2122),

(|21] + |Z2D2 = |2’1\2 + \22!2 + 2|z122].

On conclut en appliquant le résultat de la premiére question & z = 2125, puisque |z129| =
|5122|.

C’est une question nettement plus difficile. On étudie la preuve de la question précédente
pour savoir ou on a utilisé des inégalités plutot que des égalités. La seule inégalité utilisée
est Re(z122) < |Z122|. D’apres le résultat de la question A.I.1., on a égalité si et seulement
si z129 est un réel positif ou nul. Puisque z1, zo ne sont pas nuls, on a égalité si et seulement
s'il existe p > 0 tel que Z1zo = p. Il faut maintenant passer au résultat demandé. Pour

cela, on peut aussi écrire z; = re’? de sorte que z; = re~ ce qui entraine encore que
1 1, 1
— = *629 = *22'1.
zZ1 T r

Ainsi, on a démontré qu’on avait égalité si et seulement §’il existe p > 0 tel que

z9 = Z1.

2
Posant A = 11/72, on obtient le résultat. Il s’interpréte en disant que z; et z2 ont le méme
argument modulo 2.
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AIL1.

AIL2.

C’est la premiere récurrence du probleme et, comme a chaque fois, il faut particulierement
soigner sa rédaction. Elle n’est pas si facile ici, car si on veut étre précis, il faut faire
attention a ’endroit ou on définit les complexes z1,..., 2, et on a besoin de savoir que
P(2) est vraie pour I'hérédité. Attention donc a ne pas initialiser qu’avec P(1)! Pour
n > 1, considérons P(n) la propriété suivante :

Nty oy €C, 21 F 2| <z 4+ |zl

La propriété P(1) est trivialement vraie et la propriété P(2) a été vérifiée lors d’une ques-
tion précédente. Soit n > 2 tel que P(n) est vraie et prouvons P(n + 1). Soit 21, ..., zn41
des nombres complexes et posons Z; = z1 + -+ + 2y, Z2 = zp+1. Puisque P(2) est vraie,
on sait que

= |Z1+ Z2| < |Zi| + | Za|.

n
S a
k=1

On utilise maintenant P(n) pour trouver que

n
|21 < ) Jl.
k=1

On a donc bien prouvé P(n+ 1) et par le principe de récurrence, le résultat est démontré
pour tout entier n.

La encore, une récurrence s’impose et la encore, elle est un peu délicate. L’hypothese de
récurrence P(n) est cette fois :

n n
N1, zn € CF, sz :Z|zk| — Vke{l,...,n}, I\, € Ry, 2z = \g21.”
k+1 k=1

L’initialisation P(1), P(2) ne pose pas de problemes. Soit n > 2 tel que P(n) est vraie
et prouvons P(n + 1). Comme précédemment, considérons zi, ..., z,+1 des nombres com-
plexes non-nuls et posons Z7 = 21 + - -+ + 2z, Z2 = zp41. De la chaine d’inégalités

n n n+1
S | =121+ Zo| < |Za] +12Z2) <D |zl + |znsal = Dzl
k=1 k=1 k=1

on déduit que l'on a égalité si et seulement si |Z1 + Za| = |Z1] + |Z2| et |>o)—q 2| =
> k=1 |2kl Ici, il faut faire attention ! On ne peut pas directement appliquer P(2) a | Z1+ Zs|
car pour le moment, rien ne nous dit que Z; # 0. On commence donc par appliquer P(n)
a > r_1 zk] = Xop—q |2k| pour en déduire que, pour k =1,...,n, il existe A\, € Ry tel que
2z = Agz1. On en déduit que Z; = (1 4+ Ay + - -+ + Ay )21 est non-nul, et on peut donc
appliquer P(2) a |Z1 + Za| = |Z1| + |Z2|. 1l existe donc p € Ry tel que z,41 = pZ;.
Posant A\p11 = p(1+ A2+ -4+ \y), on en déduit que P(n + 1) est vraie. Il reste a écrire
la conclusion du raisonnement par récurrence. L’interprétation en termes d’arguments est
identique a I.3.

Partie B
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I. 11 suffit de prendre z; = 1, 20 = €2/3 = j et 23 = e 27/3 = 2. Remarquons qu’on

a un exemple ici avec des nombres complexes de module 1. Plus généralement, on peut
considérer pour zi,..., z, les racines n-iemes de I'unité.

I1.1. Facile si on remarque que la propriété (iv) implique

n
>
k=1

E

=0.
| 2|

I1.2. On a, d’apres I'inégalité triangulaire,

n
> |l =
k=1

n

> |zl
k=1

n

> gz — z)
k=1

n

> Jukllz — 2l
k=1

n
= Z |z — 2]
k=1

IN

I1.3. (Plus difficile). Le seul endroit ou on a écrit une inégalité dans la question précédente est
lors de ’application de I'inégalité triangulaire. Il faut alors distinguer deux cas. Si z n’est
égal & aucun des zi, d’apres le résultat de la question A.IL.2., on a égalité si et seulement
pour tout k > 2, il existe \x € Ry tel que Ui (z — 2x) = \pu1(z — 21). On va démontrer que
ceci est équivalent a la propriété énoncée. Supposons donc que, pour tout k£ > 2, il existe
A € Ry tel que ug(z — zx) = A\ (z — 21) et posons A; = 1. D’apres I1.1.; on sait que

n

ka(z —zE) = Z Aeui(z —21) = — Z |2 |-
k=1 k=1

k=1

Puisque Y 1 _; \x est un réel strictement positif et que — >"7_; |2x| est un réel strictement
négatif, on en déduit que uy(z — z1) est un réel négatif. Puisque, pour k£ > 2, on a aussi

Ug(z — 21) = \pun (2 — 21),

ug(z — zp) est aussi un réel négatif.
Réciproquement, si tous les ug(z — z) sont des réels (strictement) négatifs, il suffit de
poser

ur(z — 2x)

A p—
F ui(z — 21)

> 0.

Traitons maintenant le cas ot z est égal a un des z, disons z1. Dans ce cas, u(z — z1)
est toujours un réel négatif (et méme nul!). Et alors on a égalité si et seulement si, pour
tout k > 3, il existe A € R tel que

Ug(z — zk) = Apuz(z — 22).

On conclut exactement de la méme facon que ci-dessus.
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I1.4. (Toujours difficile) On va démontrer que la condition "pour tout k = 1,...,n, ugp(z — 2x)
est un réel négatif" est vérifiée si et seulement si z = 0. D’une part, si z = 0, alors

Ug(z — z) = —|2k| <0.
Réciproquement, posons pux = ug(z — zx) < 0. Alors on a, pour tout k =1,...,n,
Upz = pig + |2&].
De plus, puisque |ug| = 1, on a (ug) " = uy et donc
z = Orzp

ou 0y est un réel. Ainsi, si z était différent de 0, tous les points M), seraient sur la droite
(OM), ce ce qui contredirait (iii). Donc z = 0.

I1.5. D’apres la question IL1.2., et en traduisant les distances par les modules, on sait que
n n
Z MA, > Z OAy
k=1 k=1

avec égalité si et seulement si M = O. La somme ) ;_; M A} atteint son minimum uni-
quement en O.

Partie C
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II. Puisque ACB’ est un triangle équilatéral direct, B’ est I'image de A par la rotation d’angle
7/3. En utilisant I’écriture complexe des transformations, on sait que

V—a=¢€5(c—a) = V =a+e5(c—a).
De la méme fagon, mais en travaillant dans le triangle ABC’, on a
b—a=e5( —a) = b=a+e5(d —a).

III. Un calcul facile a partir de la question précédente donne

b —b

c—c

w3y

Le module de (b’ — b)/(c — ') est donc égal a 1, et un de ses arguments vaut /3.

IV. La question précédente nous donne, via U'interprétation géométrique des nombres com-

plexes, et modulo 27,
—

—
(C'C,BB) = g

D’autre part, d’apres la position de  (sur les segments [BB'| et [CC’]), on a aussi

(toujours modulo 27), NN
(2B.C) = (B'B,C'C).

Il suffit maintenant de triturer cette égalité pour arriver a 1’égalité connue : toujours
modulo 27, on a

-y
(B'B,C'C) = —(C'C,B'B)
— —
= —(C'C,BB"Y+
o
= 5

Par symétrie du role joué par A, B et C, on obtient exactement la méme mesure pour les
deux autres angles.

a4 QB ac

V. Posons z4 (reps. zg, z¢) Vaffixe du vecteur 55 (resp. £2, % ). Ces trois nombres com-
p ’ QA P- 9B: oc

plexes ont pour module 1, et la question précédente, ainsi que I’écriture complexe des

transformations, nous dit que z¢c = e2™/32p, z4 = e*™/32¢, zg = €2™/32,. On en déduit

que

zAa+zp+ 20 = (1 + e¥im/3 4 64”/3) zp = 0.

Retraduisant cela en termes de vecteurs, c’est exactement la propriété que l'on voulait
démontrer.

VI. Dans le plan complexe P, on choisit un repére orthonormé (Q,Z, j) de centre 2. Pour
appliquer les résultats de la partie B, il suffit de vérifier que les propriétés i), ii), iii) et iv)
sont vérifiées.

(i) On a admis a la question II. que 2 est différent de A, B et C.
(ii) A, B et C sont deux a deux distincts pour que le triangle existe.
(iii) Les points A, B et C ne sont pas alignés, sinon ils ne formeraient pas un triangle.
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(iv) Le résultat de la question V., exprimé en termes de nombres complexes, est exacte-
ment cette propriété (iv).

Ainsi, la somme M A+ M B+ MC atteint son minimum uniquement au point €2. Ce point

s’appelle le point de Fermat ou le point de Torricelli du triangle.

Deuxieme probleme
Partie A

I.1. Soit A > 0. Puisque (uy) est non majorée, il existe un entier N € N tel que uy > A.
Puisque (u,) est croissante, pour tout n > N, on a u,, > uy > A. Ceci signifie exactement
que (uy,) diverge vers +oo.

I.2. Notons E = {u,; n € N}. Alors E est une partie non vide et majorée de R. Elle admet
donc une borne supérieure que nous notons ¢ et nous allons prouver que (u,) converge vers
£. Pour cela, fixons € > 0. D’apres la définition de la borne supérieure, il existe un élément
x € Etel que f —e < x </, c’est-a~dire qu’il existe un entier N tel que £ —e < uy < /.
Puisque (uy,) est croissante, pour tout n > N, on a

0 —e<uy < u,.

Mais £ est un majorant de E, et donc pour tout n € N, on a u, < £. Ainsi, on a prouvé
que, pour tout n > N, on a
b —e<u, </

ce qui entraine que (u,) converge vers /.

[.3. On vient de démontrer qu’une suite croissante converge si et seulement si elle est majorée.
Considérons maintenant (vy,) une suite décroissante et posons u,, = —uv,. Alors (uy,) est
croissante et on a

(vp) converge <= (uy) converge
<= (uy) est majorée
—

(vp,) est minorée.

I1.1. Considérons la fonction f : z + 1/x représentée dans un repere orthonormé. La quantité
an, désigne 'approximation de l'intégrale de [{" + f(x)dx obtenue en appliquant la méthode
des rectangles a gauche a la fonction t sur l'intervalle [1,n + 1], avec un pas égal a 1. En
effet, f(k) = % est laire, en unité d’aire, du rectangle de cotés f(k) et 1.

II.2. On a

2n 1
a9n — Ap — Z E
k=n+1
Or,pourn+1<k<2n,ona
1 1
k — 2n

On réalise alors la somme de n termes qui sont tous supérieurs ou égaux a 1/2n. On en

déduit bien que as, — an > n X % = % Raisonnons ensuite par 'absurde, et supposons
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que la suite (a,) converge vers un certain réel £. Alors la suite (as,) converge aussi vers ¢
et, passant a la limite dans I'inégalité précédente, on trouve

0=0—-¢2>

)

N

une contradiction. Ainsi, la suite (a,) est divergente.

II.3.a. La fonction t % est décroissante sur Uintervalle [k, k 4+ 1]. On a donc, pour tout ¢ €
[k, k + 1],

HRE

k+17 ¢

On integre ceci entre k et k 4+ 1 et on trouve le résultat demandé.

11.3.b. Sommons les inégalités précédentes pour k allant de 1 & n — 1. On trouve respectivement,
notamment en utilisant la relation de Chasles pour l'intégrale :

n—1 1 n 1

S e S

k1k+1 k:gk

n—1 k+1 1 n ]

Z/ fdt:/ —dt =lnn,

=k t 1t
n—ll
Z*:an—lgan-
k:lk

1I.3.c. On va commencer par réécrire la double inégalité précédente en mettant a, au milieu :
on obtient
Inn<a, <1+Inn.

La méthode est alors claire. Pour n > 2, Inn > 0 et on peut diviser ces inégalités par Inn.
On en déduit que
1
1< <4 —.
Inn Inn
Puisque 1+ ﬁ tend vers 0, par le théoreme des gendarmes, = tend vers 1. Ceci signifie
exactement que a,, est équivalent a Inn.

I1.4. La question I1.3.b. nous dit que, pour tout n > 1, on a 0 < b, < 1. La suite (b,) est donc
bornée. D’apres les questions de cours, il suffit donc de démontrer que (b,,) est monotone.
Mais, pour tout n > 1, on a

1 n+1 1
bpi1 — by = l—ln(n—i—l)—i—lnn: —/ —dt <0.

n + n+1 n t
Ainsi, (b,) est décroissante et minorée donc convergente.

Partie B

I.1.a. Puisque (u,) converge vers 0, il existe un entier ny € N tel que, pour k£ > ng, on a
—e < ug < e. Maintenant, on coupe la somme définissant v, en deux, la somme jusque ng
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et la somme au dela de ng. On laisse la premiére inchangée, et on encadre la seconde en
utilisant ’'inégalité précédente. Plus concrétement, pour tout n > ng, on a

n n n
—ZESZukSZE

k=no+1 k=ng+1 k=ng+1
soit encore "
—(n—mnp)e < Z up < (n—ngp)e.
k=ngp+1

Puisque (n — ng)/n < 1, on obtient, en divisant par n,

n

— < ur < €.
o+1

S|

k=n

En rajoutant les ng premiers termes, on obtient bien
1 [ & 1 [ &
— Z“k’ —e<v, < — Zuk +e.
" \i=1 " \k=1

I.1.b. (Question délicate, pour laquelle il est facile de faire un raisonnement faux). Un réel € > 0
a été fixé, et cet ¢ > 0 fixé, nous avons défini un entier ng qui est désormais fixé. La suite

<% (>re, uk)> N tend vers 0, et il existe donc un entier n; tel que, pour tout n > ny,
- ne

1 (o
— < — U <e.
<3 (Zw)s

Posons N = max(ng,n1). Alors, en utilisant I'inégalité précédente et le résultat de I.1.a.,
on obtient que, pour tout n > N,

—2e < v, < 2e.

Ceci prouve que (vy,) converge vers 0.

I.2. Notons u), = u, — ¢ et (v))) la suite définie par
1 n
v, = - > g
k=1

Alors la suite (u,) tend vers 0, donc la suite (v],) tend vers 0 d’apres la question précédente.
Mais il est facile de constater que
L

ce qui prouve que (v,) converge vers /.

II.1. et I1.2. 1l y a plusieurs méthodes pour répondre a ces questions. Une premiere méthode
consiste a utiliser les théoremes généraux sur les suites récurrentes. On pose alors, pour
x# —1/2, f(z) = x&;i) de sorte que x,4+1 = f(x,) pour tout n € N*. Pour répondre &
I1.1., il suffit d’observer que z; = 2/3 €]0, 1] et de prouver que l'intervalle 0, 1] est stable

par f. Pour prouver ce point, on peut étudier la fonction f sur Uintervalle ]0,1[. En la
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dérivant, on prouve facilement qu’elle est strictement croissante sur cet intervalle, avec
f(0) =0et f(1) =2/3. On a donc f(]0,1[) C]0,2/3[ (en fait, on a méme égalité), et donc
]0, 1] est bien stable par f. Ceci prouve que la suite (z,,) est bien définie et que, pour tout
n>1, z, €0,1].

L’intérét de cette méthode est qu’elle permet également de répondre tres facilement a I1.2.
En effet, puisque la fonction f est croissante sur l'intervalle stable ]0, 1] et que (xy,),>1 est
a valeurs dans ]0, 1[, on sait que la suite (x,) est monotone et que son sens de monotonie
est donnée par la position de x2 en fonction de x; (ATTENTION!!! Une suite récurrente
associée a une fonction croissante est monotone, mais pas forcément croissante). Ici, on a

2,5
X3 . . . 7 .
Ty =14 = 20 < 2 Ainsi, la suite (z,,) est décroissante.
3

On peut aussi répondre a ces deux questions de fagon directe. Pour la question II.1., il
suffit par exemple de faire une démonstration par récurrence dont la rédaction est laissée
au lecteur. Pour la question II.2.; on peut remarquer que, puisque x,, > 0 pour n > 2, on

a
Tn+1 1+,

Tn 1422,
Mais 14+ 2z, <14+ z, + z, <1+ 2z, puisque x, > 0, et donc

0<

Tn+1
T,

0<

<1

Ceci prouve (sans récurrence!) que la suite (z,,) est décroissante.

I1.3. La suite (x,) est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente, de limite ¢ €
[0,1]. De plus, la fonction f introduite précédemment est continue sur Uintervalle [0, 1].
La limite de la suite récurrente x,,+1 = f(z,) vérifie donc f(¢) = ¢, c’est-a-dire

5_6(1—1—6)
o120
¢ = 0 est une solution de cette équation. Si ¢ # 0, on a
144
1= 20 1y =141 = (=0
1+2¢

La seule solution de ’équation f(¢) = ¢ est donc ¢ = 0, ce qui prouve que la suite (x,,)
converge vers (.

II.4. Laissée au lecteur.

1

11.5. Par les théorémes d’opération sur les limites de suite, puisque x,, tend vers 0, u,, = Tros

tend vers 1. Donc par le résultat de la question 1., v, tend vers 1.

I1.6. La somme définissant v,, est "télescopique" (les termes s’éliminent les uns les autres) et

donc on a
] Ewit)
Uy = — —1].
N \Tnit1

On peut méme écrire que

1
nv, —1 = .
Tn+1
Mais,
nuv, — 1 1
— =, —— =1
n n
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IIL.1.

II1.2.a.

IT1.2.Db.

II1.2.c.

et donc nv, — 1 ~4o n. On en déduit (on peut passer a 'inverse pour les équivalents)

quUe Tpi1 ~oo % d’ol on déduit assez facilement que =, ~ %

Si la suite (xy,) converge vers ¢, alors (x,41) converge aussi vers ¢ et (z,4+1 — xy) converge

vers 0.

Posons u, = Zp4+1 — @y et (v,) la suite de Cesaro associée a (uy,). Pour la méme raison
, _ Tp41 T . B N . ;s

de télescopage, on a v, = =2 — S et on sait d’apres les questions précédentes que (vy,)

n
converge vers . Puisque la suite (%) tend vers 0, on en déduit que la suite (%) _,

%)nZI

Supposons £ # 0, par exemple £ > 0. Alors, il existe un entier N tel que, pour n > N, on
atr > % soit x, > %”. Dans ce cas, la suite (z,,) tend vers +oo (si £ < 0, on aurait prouvé
avec la méme méthode que (x,) tend vers —oco). Une autre possibilité de rédaction est
d’écrire que, puisque £ # 0, on a 72~ £ et donc que x, ~ 1o £n ne converge pas.

converge vers £, d’oit on déduit facilement que la suite ( converge vers 0.

Pas nécessairement. Un contre-exemple est donné par la suite (a,,) de la partie A., ou plus
classiquement par la suite (In(n)),>1 (c’est presque le méme contre-exemple!).

Partie C

I.1.

I.2.

II.1.
I1.2.

En regroupant les termes consécutifs de la somme deux par deux, on constate que

n
Sk = -1
k=1
si n est impair, et que

> (-1)f=0
k=1
si n est pair. Ceci entraine, que pour tout n € N, on a

SO (-t
k=1

<1

On en déduit que
1
vn| < —.
n
Par le théoréeme des gendarmes, la suite (v,) converge vers 0.

La réciproque est fausse, puisque la suite (u,) ne converge pas alors que la suite de ces
moyennes de Cesaro converge.

Si a =0 (mod ), les suites (up) et (vy) sont constantes égales a 0.

Un peu de formule de trigo ne fait pas de mal!!! On rappelle que
sin(p) — sin(g) = 2sin (p;q) cos (]02—1-61) ,

sin(p) + sin(q) = 2sin (p;—q) cos (p;q) :

On en déduit facilement que

Upto — Up = 2(sina)Cpy1 et Uppo + Up = 2(COS Q) Up41.
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I1.3.a.

11.3.b.

I1.3.c.

II1.1.

II1.2.

Si a n’est pas congru a 0 modulo 7, alors sin & est non nul. On en déduit que

Up4+2 — Un

1= sin(o)

et donc, par passage a la limite, que (¢,) tend vers 0. De plus, si on note ¢ la limite de
la suite (u,), alors la deuxiéme relation nous dit que 2¢ = 2(cos a)¢. Cette équation est
équivalente a f(cosa — 1) = 0. Mais puisque « n’est pas congru a 0 modulo 7, cosa est
différent de 1, et £ = 0.

Si la suite (uy) converge, alors elle converge vers 0 de méme que la suite (c,). Mais on
sait aussi que, pour tout entier n, u2 + ¢2 = 1. Par passage & la limite, on obtient 0 = 1,
une contradiction. Ainsi, la suite (uy) ne converge pas.

C’est tres classique, on va reconnaitre la somme d’une série géométrique de raison diffé-

rente de 1 :
n 1 ei(n+1)oz

n J—
Z ezka — Z(eza)k — v

k=1 k=1

1 1— ei(n+1)a
e G

Il reste a calculer cette partie imaginaire. La méthode est trés classique : on factorise en
haut et en bas par I’angle moitié¢ (en voyant 1 = ¢?°), puis on reconnait la formule d’un

On a donc

sinus :

1 — eilnt)a ei(n+1)a/2(e—i(n+1)a/2 _ ei(n+1)a/2)
1 — el - eia/Q(efia/2 _ eia/?)
ina/2 Sin((n + 1)0[/2)
= e .
sin(a/2)

On obtient finalement que

sin(na/2) sin((n + 1)a/2)
nsin(a/2)

Uy =
On utilise ce résultat pour majorer tres simplement (vy,) :

Up| £ —/———=.
o] < nsin(a/2)
Par le théoréme des gendarmes, la suite (v,) converge donc vers 0.

La démonstration est tres similaire & A.I1.2. Puisque la suite (u,,) est croissante, pour tout
k> n+1, on écrit que ug > un41 et on fait une somme comprenant n termes...

Il suffit de remarquer que

1 2n
209p — Up = — Z Uk

n k=n=1

et d’appliquer 'inégalité de la question précédente !
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IT1.3. La suite (v,) étant convergente, elle est bornée : il existe m, M € R tels que, pour tout
n €N, m<wv, <M. On en déduit que pour tout n > 1, on a

Upt1 < 2M — m.

La suite (u,) est croissante et majorée : elle converge. De plus, si on note ¢ la limite de
(uy), alors par le résultat de B.1.2., ¢ est aussi la limite de la suite (v,,).

II1.4. Lorsque (uy,) est une suite croissante, elle est convergente si et seulement si la suite de
ses moyennes de Cesaro est convergente. De plus, dans le cas de la convergence, les deux
suites ont la méme limite.
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