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Notatiens, rappels et présentation du probléme,

L'ensemble des entiers natureis sera noté N, celui des entiers relatifs Z.On notera {Z/nZ)” ’ensembie des ¢€lé-
menis de Z/nZ inversibles pour la multiplication,

Etant donnés deux entiers relatifs o et b, le plus grand diviseur commun de e et b sera noté PGCD{g, b} cu a A b,

o est dit premier avec b sia A D = ],
a = b nod n signifie que o est congru @ & modulo n, ¢'est-a-dire que » divise (& — a).

Un groupe (G, x) estdit cyclique §°il existe un étément a de G et un entier nature! ptet que G= {1 a, 0?03, .. a? ],
ot ¥ = & % a % .. %« {kermes) ; a est alors un générateur de (G.x).

Pour uri enber naturel 7 superieur ou égal & 2, on notera respectivement
Sy I'ensemble des entiers strictemeni posiifs, inférieurs ou égaux & n, et premiers avec n.
D, "ensemble des diviseurs de n, entiers positifs (en particutier, | apparfient 4 D, ).

Lz notation Z désignera une somme étendue & tous les éléments d de D,
d& .‘)1-,

Enfin on notera ¢{n} le cardinat de S,,.

{.a premiére partie du probiéme a pour but d&’établir une identité due a Fuler concernant la fonetion ¢, 4 ’aide d’un
raisonnement probabiliste.

Dans la deuxiéme partie, on éiudie ie groupe des éléments inversibles pour 1a multiplication dans Z/nZ, e on
montre que, si # n'a gu'un seul diviseur premier, alors ce groupe est cyclique.

[.a troisiéme partie introduit la notion de nombres pseudo-premiers torts et se propose d’en donner une caractéri-
sation aigonthmigue sur une caiculatrice programmable.

Enfin, la quatridme partie a pour objet I"étude de nombres appelés nombres de Carmichaél, présentant des simi-
iantés avec les nombres premiers, et se termine par la présentation d’un test probabiliste pour la détection de nombres

premiers.
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Partie |

On considére dans cette question un univers probabilisé (2, H, P). Lévénemeny contraire dun événement £ sera
noté fo
(a) Scient A\ et A; deux événements indépendants de cet ustivers | montrer gue Ay et Az sont indépendants.
{b} Geéneralisation : seit & un entier naturel non nul et 41, 44, ... A k événements mutueliement indépendasnts de
£2.
(i} Montrer que A, As, ... A sont indépendants.

(ii} Monirer par récurrence que A7, Ay, .. Ay sont indépendants.

Pans toute la suite de cette partie, n désigne un entier naturel supésieur ou égal a 2 et X une variable
aléatoire sur §2, prenant ses valeurs dans I ensemble {1, .., n} de maniére squiprobable, ¢ est-3-dire telle

quepourtouti = L,...eoma Py =7) = -

On considére i 'événement A; | "X est multiple de 27 et |"événement 45 - "X est multiple de 5*

{a) On suppose gue n = 100.
Caleuler les probabilités des événements A, et Ay A; et As sont-ils indépendants ?

(b) On suppose maintenant que n = 101 Reprendre les questions du (a) dans ce cas.
k
On suppose que {a décomposition en facteurs premiers de » 5’ éorit nEII p;. oi les a; sont des entiers supérieurs
i=j
ou dgaux a |,
Entin, pour # entier naturel, 1 < § < k, A; désigne I"événement X est divisible par p,”,
(2) Soit A )événement : "X est premier avec n” | exprimer P{A) 4 I'aide de n et de oo(n).

i
(b) Montrer que P{A4;) = ” pour tout entierd, 1 < ¢ < 4.

icy Montrer que les {/A; ] ci<x sont mutuetlement indépendants.
{d) Lxprimer A & {’aide des 4,

: 1
{¢) En dédhuire gue oln) = n [{(1 - -} {E}.

: i
il B

On se propose de retrouver 'égalité précédente (E) par une autre méthode © soient p et g deux entiers naturels
premiers entre eux ;

On considére Fapplication h‘.{ :f‘ia{;}] B Ll g - 1} ot & {resp b} est le resse de la division de
r par p (resp par ¢).

(a) Montrer que h{ 5,4} estinclus dans S, x S,.

{(b) Montrer gue h est injective.

(¢} Justifier I'existence de deux entiers o et J de Z tels que : ap + Jg = 1.

Soit {a, i1} un couple de Sy, % 5;. On note & = apb + Hoa , montrer que » = amod p et que & = bmad 4.
En déduire que Cimage de h est S, x 5, puis que ¢(pg) = o(p)d{q).

{d) ATaide d"une récurrence sur te nombre de diviseurs premiers de 2, retrouver alors I"égalité (E).



5. identité d'Euler
{a) Scit d un diviseur de 11 et ¢ un entier natuwrel non nul |, montrer que PGCDMa, ) = d si, et seulement si, i
. . . n s .
existe un entier k premier avec — tel que u == Ad. En déduire le nombre des entiers a tebs que 1 € a < n et

e
PGCD{a,n} = d
(b} Pour tout entier d diviseur de », on note Cy4 'événement "PGCINX, n)=d".
Exprimer P(C;) a Faide de n, d et de la fonction ¢

(¢} En déduire que Z d; —E = 1 {rappe! : D, note {'ensemble des diviseurs de n dans N).
defr,

{4} Montrer que I"application u qui, 4 tout diviseur 4 de n associe u{d) - est vne bijection de D, dans lui-méme.

Mondrer que Z (e} = n {identité d"Euler),
de D,

Partie I1

n étant toujours un enties superieur ou égal & 2, objet de cette partie est I"étude du groupe noté ({Z/n2)", 53
des éiéments de Z/nZ inversibles pour la multiplication.

On rappelle que cet ensemble est composé des classes moduio n des nombres premiers avec n. On pourra donc
remarquer que ¢(n) = card ( LinZ)" }
La classe d’un entier o sera notée .

A} Des résultais généraux sur les groupes et fes gnoesux,

L)

b Solent o et b deux éléments d’un anneau commutatif (A.+,x ) et 12 un entier aatured non nub. Montrer que " — a
est divisible par b — o
Donner fe quotient de d” — o™ par b — 6 sous forme de somme.

2. Maontrer que (Z/nZ, +, x} est un corps si, et seulement si, n est premier

3. Factorisation de polyndmes.
{(a} Soit P un poiyndme de degré & supérieur ou égal 4 1, & coefficients dans Z/n2, ol n est un entier premier

Montrer gue P admet au plus & racines (on pourra raisonner par récurrence sur &),
(b} Déterminer, dans Z/6Z, les racines du polynéme P(X)=X2--X. Que peut-on en conclure ?
(c) Trouver. dans Z/6Z [X], deux factonsations distinctes de X* —X sous la forme (X-a)(X-h).

4. {}n rappetle que si o est élément d’un groupe fini G, 'ordre de = est i plus petit entier naturel & non nul tel gue
= ], o0 1 désigne 1'élément neutre de G.

{a) Soit w un élément de G. groupe fini de cardinal » ; montrer que, si & est Uordre de 2, alors Fensemble
{1,:, .., %1} est un sous-groupe de G,
En déduire que I'ordre de «x divise }e cardinal de G, et que 2™ ~ 1,

(b) S1p est un entier nature! premier et x un entier naturel non dyvisible par p, montrer que x?~! — I est divisibie
par .



B) Etude du groupe {(Z/nZ)", x} quand n est premier.

On suppose dans cette sous-partie que 7. est un entier premier supérieur ou égal 33, Sidestun entier naturel non
ol et strictement infiérieur & n, on note ¢ (d) Je nombre des éiéments de ((Z/mZ)", x} dordre d.

1. Montrer que z ({d)y=n—L
aely .

2 Soit d un diviseus de n — 1 et soit o un élément de ((Z/nZ)", x} dordre d, 87il existe.
i vérifie ainsi @% = L.
{a} Montrer que ["ensemble des racines du polyndme X9 — | est, dans (Z/n2)", {1.6,6%,4% ..., a9},

(b} On suppose gue i est un entier paturel inférieur o gal A d, non premier avec d. Montrer que a* aun ordre
strictement inférieur 4 4.

{c) En déduire que {{d} < ¢{d] .
Déduire des questions précédentes et de ia premiére partie que ¢{d) = o(d) pour tout diviseur d den — 1.
Moatrer en particulier qu’il existe au moins un éiément b d*ordre n — 1 dans ((Z/nZ)" , x) etque
(Z/nZ)" = {i,g}, ﬁ?,...éﬂfi'} .

C) Cas n=p~.

On suppose maintenant que 7 5 éorit sous la forme m = §, OU P est un entier premier, et o un entier naturel
supérieur ou ¢gal a 2.

¥ aprés la partie Il B), # existe donc un entier b, dont ia classe b est d’ordre p ~ 1 dans [(Z/pZ})", x) .

1. Montrer que 1*un au moins des deux entiers PPion(b+ pY* ! n’est pas congnt | modulo p? ; on notera ¢ i'un
des nombres & ou b + p de fagon & ce que ¢! ne soit pas congru & | moduio p?.

2 Montrer par récutrence que, pour tout entier naturel £, il exisie un entier k, premier avec p tel que
1) m | 4k, x pr+). En déduire que ¢ appartient & (Z/nZ)" .
3. Soit r "ordre de é dans ({Z/nZ)", %) .

{8) Expliquer pourquoi r divise p*~1(p ~ 1} el pourquoi (p ~ 1) divise r.
{b) En déduire qu'il existe un entier naniret 3 infériewr ou égal d o — Ltel quer = p#(p — 1},

(c) Montrer finafement que J = & — | et que & estun générateur de ({Z/nZ}" . x).

4. Application | Déterminer un générateur de ((Z/7Z)" , x) puis un générateur de ((Z/492)" , %) -



Partie IiI
Nombres psendo-premiers forts

Pans {oute cette partie, p désigne un entier impair supérieur ou égal 4 3, et on notera {p — 1) = ¢ x 2%, ot g estun
entier nature! impair et s un entier natorel supérieur ou égal 4 1. '

{. Dans cette question, on suppose p premier,
(a) Soit aun entier prernier avec p. Montrer que a™s" est congri 4 | oudp— 1 modulop.
(b} On dit qu'un entier naturel @ vénfie la propriété H, (p) si -
{o¥ = Lmodp) ) {3 rentier, 0 < » < s tel gue a2 = p ~ 1 mad p) .(m

Montrer que tout entier naturel e premier avec p vérifie £, {p).
2. Omndit qu’un nombre p impair, non nécessairement premier, est pseudo-premier fort en base o si la propidté H, (p)
est verifige . on écrira en abrége que p est a-ppl.
Par exemple, 25 est 7-ppf car 24=3*27 et 79%% = 117640 = 24 = -1 mod 20,
Montrer que si ¢ est un enfier tel que le pged de ¢ ¢t p est strictement plus grand que 1, alors p ne peut pas étre
a-ppf.
3. Construction d’un algorithme

{a) Un entier p impair et un entier o étant donnés, éorire un algorithme permettant de tester st p est a-ppf.

N.B. : On ue cherchera pas a écrire, pour le caleul de o? moduio p un algorithme rapide de puissance, mais
ofi pourra se contenter d'une boucle caleutant o¥ modulo g, 0¥ modulo p, ..., e modulo p.

Vous retranscrirez cet algorithme sur votre copie en langage algorithmigue (frangais) ou dans le langage de
votre machine, en spéaifiant le modéle que vous employez.

Implanter cet algosithme sur voire machine | on peut e tester en controlant que sout nombre p premier est
appf pour 1OUt @ premier avec p.

{b) Reportez le tableau suivant sur votre copie et complétez les cases vides par "oui” ou "non”™ & 'aide du pro-
gramme précedent,

P 49 | 91 | H1 ¢ 121 | 13% | 1225
@ ID |74 28 94 1043 599
p est aunpf

{c} On peut vénfier (la vérification n'est pas demandée) que 'ensembie des entiers o, compris au sens large entre
I et 560 tels que S61 sait p-ppf est {1,530, 101, 103, 256, 305, 458, 460, 511, 560) .

Monurer que |"ensemble des classes modulo 561 de ces entiers constitue un sous-groupe cyclique de {(Z/561Z)" , x ) .



Partie IV
A) Nombres de Carmichaél
L'objet de cette partie est la caractérisation de certains nombres, appelés nombres de Carmicha#l.
On rappelle gue pour tout entier naturel premier p, et tout a entier premier avec p, a?~! = 1 mad .
La réciproque n’est pas vrai¢ ; un nombre 2 est appelé nombre de Carmichasl si -

a}n n'est pas premier
b} pour tout nombre o premier aves n, a™ ! est congru & 1 modulo n.

1. Montrer que st m = py X Py % e X P 00 P1, P2, wouns pie S0NE des nombres premiers deux 4 deux distincts tels gue
(p: ~ L} divise (n — 1} pour tout £ de {1,2, ..., &}, alors 1 est un nombre de Carmichast.

Montrer en particulier que 561, 10585 sont des nombres de Carmichaét.

2. Dans toute cette question, on suppose que r est un nombre de Carmichag) et ’on désire établir Ja réciproque du
résultat obtenu en question !,

(a} On suppose tout ¢’abord que n est une puissance de 2, » = 2™, ol & est un entier > 2.
P g

Quel est le cardinal de (2/nZ)" 7 En déduire que pour tout entier o impair «{*"—') ne peut &tre congru a 1
modulo n sauf si  est congru & 1 modulo 7 | que paut-on conclure ?

{b) On suppose désormais que n admet au moins un facteur premier impair py et I'on note Pl P2y e P 186
k

facteurs premiers de 71 ; la décomposition de n est alors n == H FON
i=1

(i) Soit w un entier dont la classe modulo pf* est un génératenr de ((Z/pY" Z)" , x) ; w existe d’aprés la
partie Il. A |'aide de la bijection définie dans ia question [ 4, mantrer qu’on pewt trouver un entier ¢ tel
gue

t = w mod pi"* ef, pour tout £ (3’1l en existe Jtel que 2 < { < k1 = 1 mod Fu
Montrer gqu'alors 7! = 1 mod n.
(i) En déduire que pi" " {py ~ 1} divise (n ~ L), puis que oy = 1, et enfin que (py — 1} divise (n — 1),

(i1} Montrer que . est aécessairement impair et que 7 peut s” éerire sous la forme n = P1 X Pe % o X Pr U
P1,P2, oy P SOME des nombres premiers deux 4 deux distincts tels que ( p; — 1) divise {n — 1) pour tout
ide {1,2,...,k} .Conclure.

3. Montrer qu'un nombre de Carmichaél admet au moins trois facteurs premiers.

4. Résoudre I'équation B5p ~ 16k = 1, ou [k, p) appartient 4 Z2.
Déterminer e plus petit nombre de Carmichagk divisible par 5 et 17.
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B} Le teae de Miller-Rabin

S0it rt un nombre non premier et qui ne soit pas non plus un nombre de Carmichagl.

Montrer qu’il existe au moing un entier o inférieur & n et premier avec n tel que n ne soit pas a-ppf.

En fait, on peut démontrer et |"on admettra que, pour tout nombre « non premier, I"ensermble des ciasses des entiers
naturels o strictement inférieurs & n tels que n soit a-ppf est inclus dans un sous-groupe strict de ({Z/nZ)", 3.
Le test de Miller-Rabin est alors le suivant | éant donnés un nombre impair n et un entier k, on effectue &
¢preuves indépendantes | Pépreuve n®i (i = 1, ..., k) consistant 4 choisir un entier a; de maniére équaprobable
parmi {1,2,3,....,n — 1} et 4 tester la propriéeé " est a;—ppf™.

— 51, pour i'un des ey, » a’est pas a; —ppf, n est composé.
~ Si 13 est pseudo-premier fort pour tous es uy, alors n est déclaré premier

On suppose que r: st composé (c’est-a-dire non premier) ; per quelle valeur (en fonction de k), peut-on tnajorer
fa probabiliié de déclarer n premier ?



