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Probléme

Objectifs :

L’objectif de ce probleme est d’étudier le mouvement d’un solide plongé dans un fluide visqueux. Le pré-
ambule permet d’étudier des probléemes numériques divers. La partie I permet de retrouver des résultats
concernant les équations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants. La partie II concerne
I’étude du mouvement d’un solide plongé dans un fluide visqueux. On y détermine le mouvement du solide
en fonction des différents parametres en résolvant une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients
réels constants.

Notations
Soient n € N et K I’ensemble égal & R ou C. On note alors les ensembles suivants :

o K[X] est 'ensemble des polynémes a coefficients réels.
e M, (K) 'ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients dans K.
e Gl,(K) 'ensemble des matrices de M,,(K) inversibles.
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Préambule
Dans ce préambule, nous abordons des themes, avec des exemples numériques, qui seront étudiés dans les
parties I et II, dans des cas généraux. Les sept questions de ce préambule sont indépendantes.

1. Etude de nombres complexes :

a) Déterminer I’écriture exponentielle du nombre complexe suivant :
2o = (1+iV3)*

b) Factoriser dans C[X] les polynomes suivants et déterminer leurs racines complexes :
x Pi(z) =22+ 1.
x Py(z) = 2%+ 32+ 2.
* P3(z) =22+ 2+ 1.

2. Résolution d’une équation du second degré a coefficients complexes :

a) Ecrire le nombre complexe A = 2 4 2/3i sous forme exponentielle.

b) En déduire les solutions, sous forme exponentielle puis sous forme algébrique, dans le corps des
nombres complexes C, de I'équation :

22 =A.

c) On cherche & résoudre dans C 1’équation 22 = —12 — 16i. On pose z = x + iy avec = et y deux
nombres réels.

i) Montrer que cette équation est équivalente au systéme suivant :

2 —y? = —12,
zy = =8

ii) Montrer que si z est solution de ’équation alors 22 + y? = 20.
iii) En justifiant votre réponse, en déduire I’ensemble des solutions dans C de ’équation :

22 = —12 — 164i.

d) Soit Z = a+ib un nombre complexe donné avec a et b deux nombres réels non tous les deux nuls.
Montrer que, dans C, I’équation d’inconnue z :

22 =2,

a toujours deux solutions complexes que I'on déterminera sous forme algébrique (on pourra étre
amené a différencier trois cas suivant b).

e) En déduire les solutions de I’équation :
22 = dab + 2i(a® — b?), avec (a,b) € R?.
f) On considére trois nombres complexes a, 5 et v tels que a # 0. On veut résoudre 1’équation :
az? 4+ Bz+v=0.

En notant A = 32 — 4ay le discriminant de cette équation, la question 2.d) assure qu’il existe
un nombre complexe § tel que 6% = A.

i) Déterminer une valeur possible de ¢ lorsque 'on veut résoudre ’équation :

22 —2(1+1i)z+ 3+ 6i=0.
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ii) Donner la forme canonique du polynéme z? — 2(1 + i)z + 3 + 6i et en déduire ses racines
complexes.

iii) Retrouver, dans le cas général, les solutions de I’équation :
az’ 4+ Bz+~ =0, avec a # 0.

g) Dans cette question, on pourra prendre appui sur le programme d’enseignement optionnel de
mathématiques expertes de terminale générale dont un extrait est cité en annexes 2 et 3.
Vous étes I'enseignant(e) en charge de ’enseignement optionnel de mathématiques expertes de
terminale générale. A la lecture du programme en annexe 2, vous avez décidé de traiter durant
I’année scolaire le probleme possible : "Racines carrées d’un nombre complexe, équation du second
degré a coefficients complexes".

i) Extraire des documents en annexe trois arguments pour justifier cette étude et les présenter
succinctement tels que vous les exposeriez a la classe, en introduction des séances que vous
souhaitez consacrer a ce probléme.

ii) Expliquer selon quelle modalité vous souhaitez aborder ce probleme avec vos éleves. Définir,
si besoin, la temporalité prévue et les grandes étapes d’avancement du scénario envisagé.

iii) Parmi les six grandes compétences mathématiques rappelées en annexe 3, vous décidez d’en
évaluer une seule lorsque vous traitez ce probléme avec la classe.

Préciser cette compétence en expliquant votre choix et lister les indicateurs, en lien avec le
probléme, que vous choisiriez pour mesurer le niveau d’acquisition de cette compétence.

3. Etude d’équations différentielles :

a) Un parachutiste tombe & la vitesse de 55 m.s~! au moment ot son parachute s’ouvre. On fixe

'origine du temps (i.e. t = 0) & ce moment-1a. Pour tout ¢ > 0, on note v(t) en m.s~! la vitesse
du parachutiste a l'instant ¢.

On admet que la résistance de 'air est :

Pv?
R=—
25

oit P = mx g est le poids du parachutiste avec son équipement (m est sa masse et g = 9,81 m.s~2).
On admet que v est solution sur Ry de I’équation différentielle suivante :

VteR,, v'(t) =g (1 . U(t)2> .

25

i) En admettant que le parachutiste décélere, justifier que pour tout ¢t € Ry, v(t) > 5.

On pose alors :

1

ii) Démontrer que z est solution de I’équation différentielle suivante :

2
Yt >0, Z(t) — ggz(t) — =0

iii) En déduire l'expression de z(t), pour tout ¢ > 0.
iv) Justifier que z(t) admet une limite en +o00 et la déterminer.
v) En déduire la limite de v(t) en 4o00.

vi) Commenter ce résultat.
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b) Résoudre sur R le probleme de Cauchy suivant :

y'(t) + 4y (1) + dy(t) = ¢,

4. Etudes de fonctions exponentielles :

a) Soit k > 0. Dresser le tableau de variations complet sur R de la fonction ¢ — te
b) Soit z = a + ib avec a et b deux réels.
i) Donner I'expression du conjugué de e*.

ii) Justifier que la fonction ¢ +— e*! est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.

5. Etude d’un systéme linéaire :

Considérons le systeme linéaire suivant, dont les inconnues sont réelles :

r1 - ® + 13 = 2
—x1 + 4dxs 4+ 6x3 = -1,
3r1 — 2x9 + 3x3 = 4.

Justifier que ce systéme a une unique solution.

6. Etude d’un sous-espace vectoriel :
Considérons la partie de R? suivante :

F:{(x;y;z)€R3/x+y—z:0}.

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R? dont on déterminera une base.

7. Diagonalisation d’une matrice de Ms(C) :
Soit la matrice A € M (C) définie par :
0 1

a) Montrer que la matrice A est diagonalisable sur C.

—kt

b) Déterminer une matrice inversible P € Gl3(C) et une matrice diagonale D € My(C) telles que :

A=PD.P L
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Partie I : Généralités sur les équations différentielles linéaires d’ordre 2

Soient (a, b, c) € C* x C? et ¢ une fonction définie et continue sur R & valeurs dans C. On considére 1’équation
différentielle (F) d’inconnue y définie par :

(B) : VteR, ay’(t) +by'(t) + cy(t) = ¥(t),
et son équation différentielle homogene associée, notée (H), définie par :
(H) : VteR, ay”(t)+ by (t) + cy(t) = 0.

On notera :

— Sc(F) et Sc(H) les ensembles de fonctions définies sur R & valeurs dans C qui sont solutions respec-
tivement de (F) et de (H).

— Dans le cas ot (a, b, c) € R* x R, on notera Sg(E) et Sg(H) les ensembles de fonctions définies sur R
a valeurs dans R qui sont solutions respectivement de (E) et de (H).

A. Etude de I’équation homogéne sur C

1. Montrer que 'ensemble S¢(H) est un C-espace vectoriel.

2. Démontrer que pour tout 7 € C, la fonction ¢, : t — €™ est solution de (H) si et seulement si 7 est
solution de I’équation caractéristique (EC) associée a (H) définie par :

(EC) :ar® +br+c=0.

3. Justifier que (EC) possede au moins une solution dans C.

4. Cas particulier : étude de 1'équation (EC) dans le cas ou a, b et ¢ sont des réels avec a non
nul ; pour cette question, vous pouvez vous appuyer sur les extraits de programmes mis en annexe a
la fin de ce sujet.

a) Expliquer dans quelle classe la démonstration de la résolution de 1’équation (EC') pourrait étre
exposée.

b) Lister les prérequis nécessaires a ces éleves pour aborder la résolution de ’équation (EC).

c) Présenter la résolution de ’équation (EC) telle que I'on pourrait I’exposer devant une telle classe.

d) Enoncer un approfondissement que I'on pourrait aborder avec la classe choisie en question 4.a).

e) Ecrire, en langage Python, un programme de résolution de I’équation (EC) lorsque a, b et ¢ sont

réels avec a non nul.

Pour les questions 5 , 6 et 7 qui suivent, on se place dans le cas général.

5. Soient r; € C une racine de (EC') et z une fonction deux fois dérivable, définie sur R et a valeurs dans
C. Notons A = b% — 4ac le discriminant de 1’équation (EC).

a) En considérant la fonction f : ¢+ z(t)e™!, montrer que f est solution de (H) si et seulement si
2" est solution de I’équation différentielle suivante :

(Hy,): VteR, ay'(t) + (2ar, + b)y(t) = 0.

b) Dans le cas ou A # 0, on notera 11 et ro les solutions de (EC'). On pose :

A:{R - C (a,ﬁ)e@},

t — aet 4 Bert
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i) Soit f € Sc(H) et 2 : t — f(t)e "t Justifier que 2’ est solution de (H,,) et en déduire que
feA

ii) Montrer que Sc(H) = A.

c) Dans le cas ott A = 0, on notera 7 la racine double de I'équation (EC). A Taide de I’équation
(H,,), montrer I’équivalence suivante :

fe€Sc(H) < 3(a,B) € C*/ f(t) = (at + B)e™".

6. En déduire une base de Sc(H) et sa dimension.

7. Soient (to,%0,%1) € R x C2. Dans le cas ou A # 0, montrer qu’il existe une unique solution f de (H)

vérifiant
{ f(to) = vo,
f'(to) = y1.

B. Cas particulier de I’équation homogéne sur R
Supposons (a, b, c) € R* x R? tels que A < 0.

8. Justifier que (EC) posséde deux solutions complexes distinctes qui sont conjuguées.

9. Soit (r,w) € R? tel que r + iw et r — iw soient les racines de 'équation (EC). Montrer I’équivalence
suivante :
feSr(H) < 3(v,0) € C?/ f(t) = (ycos(wt) + dsin(wt))e™.

C. Equation avec second membre dans le cas particulier a=b=c=1

10. Supposons qu'il existe (11,72, \) € R? tels que :
Vit € R, ¢(t) = n1 cos(At) + na sin(At).

a) Dans le cas ott a = b = ¢ = 1, montrer qu’il existe (u1, u2) € R? tels que la fonction f, : t —
1 cos(At) 4 po sin(At) soit solution particuliere de (E).

b) En déduire 'ensemble Sg(F), dans le cas ot a =b=c = 1.
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Partie II : Controle du mouvement d’un solide plongé dans un fluide
On considére un corps assimilé a un point M de masse m non nulle, suspendu a un ressort et plongé dans

un fluide visqueux. .

On repere la position de M sur un axe vertical, de repére (O; j ) orienté vers le bas. On suppose que le
corps admet une position d’équilibre au repos a la hauteur yg. Lorsque le corps est en mouvement, on note
alors y(t) la hauteur des oscillations autour de ce point d’équilibre. On a alors :

OM = (yo +y(1)) 7,

avec y : t — y(t) une fonction définie sur Ry & valeurs dans R et deux fois dérivable.

(yo + y(t))? Yo J

Systéme sans controle
On admet que trois forces agissent sur le corps :

x la force d’inertie proportionnelle & y” de coefficient m > 0 (ot m est la masse du systéme) ;

* la force de viscosité du fluide proportionnelle & 3’ de coefficient de b > 0 (b est appelé coefficient de
viscosité) ;

 la force de rappel du ressort proportionnelle & y de coefficient ¢ > 0 (c est appelé coefficient de raideur).

Dans cette partie, les parameétres m et ¢ sont fixés et on souhaite analyser I'influence de la viscosité (i.e. du
parameétre b) sur le comportement du corps.
On admet que la fonction inconnue y vérifie le probleme de Cauchy suivant :

(Hp) : YVt =0, my"(t) + by'(t) + cy(t) = 0,
y(0) =0, (1)

y'(0) =1.
1. En justifiant la réponse, dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses :

« (Hp) est linéaire
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« (Hp) est d’ordre 1
« (Hp) est non-homogene
« (Hp) est a coefficients constants.
2. Résoudre le probleme de Cauchy (1) dans les cas suivants :
% viscosité faible : b # 0 tel que b?> —4me < 0;
% viscosité forte : b # 0 tel que b? — 4me > 0.

Dans chaque cas, donner I’allure de la courbe représentative de y et montrer que la limite de y en 400
est nulle. Interpréter ce résultat dans le contexte de 1’énoncé.

3. Dans le cas de la viscosité nulle (b = 0), on se propose de résoudre le probléme de Cauchy (1) par deux
méthodes différentes :

a) Méthode 1 : résoudre (1) a laide de la partie I-B. Donner la limite de la solution en +oo et
interpréter ce résultat dans le contexte de I’énoncé.

b) Méthode 2 : résolution a I’aide de matrices.

i) En posant :

déterminer une matrice A € M3(C) telle que :
y est solution de (Hy) <= Vt >0, X'(t) = AX(t).

ii) Montrer que les valeurs propres de A sont les racines (r1,72) de 'équation caractéristique
(EC) associée a (Hp).

iii) Déterminer P € Gl3(C) et D = ( 78 S ) € M3(C) telles que :
2
A=PDP".
67‘1t
iv) Posons pour tout ¢t > 0, Ep(t) = 0 et |- Justifier alors que :

vt >0, X(t) = PEp(t)P~1X(0).

v) En déduire y(t).
4. On suppose que b # 0 et que b*> — 4mec =0 :
a) Déterminer 'unique solution y de (1).
b) Soit ¢ > 0 et on pose m = 1. En vous appuyant sur la question 4.a) du préambule, déterminer

une condition suffisante sur ¢ afin de vérifier :

VE> 0, [y(t)] < .

Controéle du ressort en temps long

5. On suppose maintenant que M est soumis aussi & une force sinusoidale de pulsation A > 0 et d’ampli-
tude k£ > 0.

On admet que la fonction inconnue y vérifie I’équation différentielle suivante :

(Ep) : Vt € RT, my"(t) + by'(t) + cy(t) = ksin(\t).
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a) On suppose que b=0et A = /5.

i) Déterminer (A4, B) € R? tels que t — t(A cos (ﬁt) + Bsin (ﬁt)) soit une solution
particuliere de (Ep).

ii) En déduire 'allure de la courbe représentative de y et sa limite éventuelle en +oc.

b) On suppose que b # 0 ou \ # \/%:

i) Montrer qu'’il existe une solution particuliere y, de I’équation (Ej) de la forme :
Yp 1 t — Acos(At) + Bsin(At).

ii) En déduire I'allure de y,(t) en +oo.
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Annexe 1 : Extrait du programme de mathématiques de premiére générale :

e Equations, fonctions polynémes du second degré

Contenus
— Fonction polyndme du second degré donnée sous forme factorisée. Racines, signe,
expression de la somme et du produit des racines.
— Forme canonique d'une fonction polyndbme du second degré. Discriminant.
Factorisation éventuelle. Résolution d'une équation du second degré. Signe.

Capacités attendues

— Etudier le signe d'une fonction polynédme du second degré donnée sous forme
factorisée.

— Déterminer les fonctions polyndmes du second degré s’annulant en deux nombres
réels distincts.

— Factoriser une fonction polynéme du second degre, en diversifiant les stratégies :
racine évidente, détection des racines par leur somme et leur produit, identité
remarquable, application des formules générales.

— Choisir une forme adaptée (développée réduite, canonique, factorisée) d’'une fonction
polyndme du second degré dans le cadre de la résolution d'un probléme (équation,
inéquation, optimisation, variations).

Démonstration
— Reésolution de I'équation du second degreé.

Approfondissements possibles
-~ Factorisation d'un polynédme du troisiéme degré admettant une racine et résolution de
I'équation associée.
— Factorisationde X" - 7 par x- 1,de X" - &’ par x - a.
— Déterminer deux nombres réels connaissant leur somme s et leur produit p comme
racines de la fonction polynéme x = X° - sx + p.
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Annexe 2 : Extrait du programme de mathématiques expertes de terminale générale :

¢ Equations polynomiales

On utilise librement la notion de fonction polynédme a coefficients réels, plus simplement
appelée polynéme. On admet que si une fonction polynéme est nulle, tous ses coefficients
sont nuls.

Contenus
— Solutions complexes d'une équation du second degré a coefficients réels.
— Factorisation de 2’ - 8" par z - a.
— Si Pest un polyndme et P(a) = 0, factorisation de Ppar z - a.
— Un polynéme de degré n admet au plus n racines.

Capacités attendues
— Résoudre une équation polynomiale de degré 2 a coefficients réels.
— Résoudre une équation de degré 3 a coefficients réels dont une racine est connue.
~ Factoriser un polynédme dont une racine est connue.

Démonstrations
~ Factorisation de Z' - &" par z - a. Factorisation de P(z) par z - a si P(a) = 0.

— Le nombre de solutions d'une équation polynomiale est inférieur ou égal a son
degré.

Problémes possibles
— Racines carrées d'un nombre complexe, équation du second degré a coefficients
complexes.
— Formules de Viete.

— Résolution par radicaux de I'équation de degré 3.
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Annexe 3 : Extrait du préambule du programme d’enseignement optionnel de mathématiques
expertes de terminale générale :

Préambule

Intentions majeures

L'enseignement optionnel de mathématiques expertes est destiné aux éléves qui ont un godt
affirmé pour les mathématiques et qui visent des formations ou les mathématiques occupent
une place prépondérante. |l permet d'aborder de fagon approfondie d'autres champs d'étude
que ceux proposés par I'enseignement de spécialité.

Il est congu a partir des intentions suivantes :

— permettre a chaque éléve de consolider les acquis de I'enseignement de spécialité de
premiére, de développer son golt des mathématiques, d'en apprécier les démarches
et les objets afin qu'il puisse faire I'expérience personnelle de I'efficacité des concepts
mathématiques et de la simplification et la généralisation que permet la maitrise de
I'abstraction ;

— développer des interactions avec d’'autres enseignements de spécialité ;

— préparer aux études supérieures.

Le programme de mathématiques expertes définit un ensemble de connaissances et de
compeétences, réaliste et ambitieux, qui s’appuie sur le programme de la spécialité de classe
de premiére dans un souci de cohérence, en réactivant les notions déja étudiées et en y
ajoutant un nombre raisonnable de nouvelles notions, a étudier de maniére suffisamment
approfondie.

e Compétences mathématiques
Dans le prolongement des cycles précédents, on travaille les six grandes compétences :
— chercher, expérimenter, en particulier a I'aide d'outils logiciels ;
— modéliser, faire une simulation, valider ou invalider un modéle ;
-~ représenter, choisir un cadre (numérique, algébrique, géometrique ...), changer de
registre ;
— raisonner, démontrer, trouver des résultats partiels et les mettre en perspective ;
— calculer, appliquer des techniques et mettre en ceuvre des algorithmes ;
— communiquer un résultat par oral ou par écrit, expliquer une démarche.

La résolution de problémes est un cadre privilégié pour développer, mobiliser et combiner
plusieurs de ces compétences. Cependant, pour prendre des initiatives, imaginer des pistes
de solution et s'y engager sans s’égarer, I'éleve doit disposer d'automatismes. Ceux-ci
facilitent en effet le travail intellectuel en libérant I'esprit des soucis de mise en ceuvre
technique et élargissent le champ des démarches susceptibles d'étre engagées.
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L'installation de ces réflexes est favorisée par la mise en place d'activités rituelles,
notamment de calcul (mental ou réfléchi, numérique ou littéral). Elle est menée
conjointement avec la résolution de problémes motivants et substantiels, afin de stabiliser
connaissances, méthodes et stratégies.

¢ Diversité de I'activité de I'éléve
La diversité des activités mathématiques proposées doit permettre aux éleves de prendre
conscience de la richesse et de la variété de la démarche mathématique, et de la situer au

sein de l'activité scientifique. Cette prise de conscience est un élément essentiel dans la
définition de leur orientation.

Il importe donc que cette diversité se retrouve dans les travaux proposés a la classe. Parmi
ceux-ci, les travaux écrits faits hors du temps scolaire (exercices réguliers d'entrainement ou
devoirs a la maison) permettent, a travers l'autonomie laissée a chacun, le développement
des qualités d'initiative, tout en assurant la stabilisation des connaissances et des

compeétences. lls doivent étre congus de fagcon a prendre en compte la diversité et
I'hétérogéneité des éleves.

Le calcul est un outil essentiel pour la résolution de problemes. Il importe de poursuivre
I'entrainement des éléves dans ce domaine par la pratique réguliére du calcul numérique et
du calcul littéral, sous ses diverses formes : mentale, écrite, instrumentée.

Quelques lignes directrices pour I'enseignement

Le professeur veille a créer dans la classe de mathématiques une atmosphére de travail
favorable aux apprentissages, combinant bienveillance et exigence. Il faut développer chez

chaque éléve des attitudes positives a I'égard des mathématiques et sa capacité a résoudre
des problémes stimulants.

L'éleve doit étre incité a s'engager dans une recherche mathématique, individuellement ou
en équipe, et a développer sa confiance en lui. Il cherche, essaie des pistes, prend le risque
de se tromper. Il ne doit pas craindre l'erreur, car il sait qu'il peut en tirer profit grace au
professeur, qui l'aide a lidentifier, a I'analyser et la comprendre. Ce travail sur I'erreur
participe a la construction de ses apprentissages.

Les probléemes proposés aux éléves peuvent étre internes aux mathématiques, provenir de
I'histoire des mathématiques, étre issus des autres disciplines ou du monde réel ; on prend
cependant garde que la simple inclusion de références au monde réel ne suffit pas toujours
a transformer un exercice de routine en un bon probléme. Dans tous les cas, ces problémes

doivent étre bien congus et motivants, afin de développer les connaissances et compétences
mathématiques du programme.
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Le professeur doit veiller a établir un équilibre entre divers temps d'apprentissage :
— les temps de recherche, d'activité, de manipulation ;
— les temps de dialogue et d'échange, de verbalisation ;

— les temps de cours, ou le professeur expose avec précision, présente certaines
démonstrations et permet aux éléves d'accéder a I'abstraction ;

- les temps ou sont présentés et discutés des exemples, pour vérifier la bonne
compréhension de tous les éléves ;

— les exercices et problemes, allant progressivement de |'application la plus directe au
théme d'étude ;

— les rituels, afin de consolider les connaissances et les méthodes.

Organisation du programme

Le programme propose des problémes possibles, mais en aucun cas obligatoires. Leur
nature est trés diverse : certains d'entre eux sont un petit prolongement des notions du
programme ; d'autres ouvrent des perspectives plus larges. lls permettent une différenciation
pédagogique et offrent des pistes pour I'épreuve orale terminale.
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