


Problème

Objectifs :
L’objectif de ce problème est d’étudier le mouvement d’un solide plongé dans un fluide visqueux. Le pré-
ambule permet d’étudier des problèmes numériques divers. La partie I permet de retrouver des résultats
concernant les équations différentielles linéaires d’ordre 2 à coefficients constants. La partie II concerne
l’étude du mouvement d’un solide plongé dans un fluide visqueux. On y détermine le mouvement du solide
en fonction des différents paramètres en résolvant une équation différentielle linéaire d’ordre 2 à coefficients
réels constants.

Notations
Soient n ∈ N et K l’ensemble égal à R ou C. On note alors les ensembles suivants :

• K[X] est l’ensemble des polynômes à coefficients réels.

• Mn(K) l’ensemble des matrices carrées de taille n à coefficients dans K.

• Gln(K) l’ensemble des matrices de Mn(K) inversibles.
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Préambule
Dans ce préambule, nous abordons des thèmes, avec des exemples numériques, qui seront étudiés dans les
parties I et II, dans des cas généraux. Les sept questions de ce préambule sont indépendantes.

1. Étude de nombres complexes :

a) Déterminer l’écriture exponentielle du nombre complexe suivant :

z2 = (1 + i
√

3)4.

b) Factoriser dans C[X] les polynômes suivants et déterminer leurs racines complexes :

∗ P1(z) = z2 + 1.

∗ P2(z) = z2 + 3z + 2.

∗ P3(z) = z2 + z + 1.

2. Résolution d’une équation du second degré à coefficients complexes :

a) Écrire le nombre complexe Λ = 2 + 2
√

3i sous forme exponentielle.

b) En déduire les solutions, sous forme exponentielle puis sous forme algébrique, dans le corps des
nombres complexes C, de l’équation :

z2 = Λ.

c) On cherche à résoudre dans C l’équation z2 = −12 − 16i. On pose z = x + iy avec x et y deux
nombres réels.

i) Montrer que cette équation est équivalente au système suivant :
{

x2 − y2 = −12,
xy = −8.

ii) Montrer que si z est solution de l’équation alors x2 + y2 = 20.

iii) En justifiant votre réponse, en déduire l’ensemble des solutions dans C de l’équation :

z2 = −12 − 16i.

d) Soit Z = a+ ib un nombre complexe donné avec a et b deux nombres réels non tous les deux nuls.
Montrer que, dans C, l’équation d’inconnue z :

z2 = Z,

a toujours deux solutions complexes que l’on déterminera sous forme algébrique (on pourra être
amené à différencier trois cas suivant b).

e) En déduire les solutions de l’équation :

z2 = 4ab + 2i(a2 − b2), avec (a, b) ∈ R
2.

f) On considère trois nombres complexes α, β et γ tels que α Ó= 0. On veut résoudre l’équation :

αz2 + βz + γ = 0.

En notant ∆ = β2 − 4αγ le discriminant de cette équation, la question 2.d) assure qu’il existe
un nombre complexe δ tel que δ2 = ∆.

i) Déterminer une valeur possible de δ lorsque l’on veut résoudre l’équation :

z2 − 2(1 + i)z + 3 + 6i = 0.
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ii) Donner la forme canonique du polynôme z2 − 2(1 + i)z + 3 + 6i et en déduire ses racines
complexes.

iii) Retrouver, dans le cas général, les solutions de l’équation :

αz2 + βz + γ = 0, avec α Ó= 0.

g) Dans cette question, on pourra prendre appui sur le programme d’enseignement optionnel de
mathématiques expertes de terminale générale dont un extrait est cité en annexes 2 et 3.
Vous êtes l’enseignant(e) en charge de l’enseignement optionnel de mathématiques expertes de
terminale générale. À la lecture du programme en annexe 2, vous avez décidé de traiter durant
l’année scolaire le problème possible : "Racines carrées d’un nombre complexe, équation du second
degré à coefficients complexes".

i) Extraire des documents en annexe trois arguments pour justifier cette étude et les présenter
succinctement tels que vous les exposeriez à la classe, en introduction des séances que vous
souhaitez consacrer à ce problème.

ii) Expliquer selon quelle modalité vous souhaitez aborder ce problème avec vos élèves. Définir,
si besoin, la temporalité prévue et les grandes étapes d’avancement du scénario envisagé.

iii) Parmi les six grandes compétences mathématiques rappelées en annexe 3, vous décidez d’en
évaluer une seule lorsque vous traitez ce problème avec la classe.
Préciser cette compétence en expliquant votre choix et lister les indicateurs, en lien avec le
problème, que vous choisiriez pour mesurer le niveau d’acquisition de cette compétence.

3. Étude d’équations différentielles :

a) Un parachutiste tombe à la vitesse de 55 m.s−1 au moment où son parachute s’ouvre. On fixe
l’origine du temps (i.e. t = 0) à ce moment-là. Pour tout t > 0, on note v(t) en m.s−1 la vitesse
du parachutiste à l’instant t.
On admet que la résistance de l’air est :

R =
Pv2

25

où P = m×g est le poids du parachutiste avec son équipement (m est sa masse et g = 9, 81 m.s−2).
On admet que v est solution sur R+ de l’équation différentielle suivante :

∀t ∈ R+, v′(t) = g

(

1 − v(t)2

25

)

.

i) En admettant que le parachutiste décélère, justifier que pour tout t ∈ R+, v(t) > 5.

On pose alors :

∀t ∈ R+, z(t) =
1

v(t) − 5

ii) Démontrer que z est solution de l’équation différentielle suivante :

∀t > 0, z′(t) − 2g

5
z(t) − g

25
= 0.

iii) En déduire l’expression de z(t), pour tout t > 0.

iv) Justifier que z(t) admet une limite en +∞ et la déterminer.

v) En déduire la limite de v(t) en +∞.

vi) Commenter ce résultat.

CAPESA - 2ème CATÉGORIE MATHÉMATIQUES EP 2 session 2021 Page 4 sur 15



b) Résoudre sur R le problème de Cauchy suivant :















y′′(t) + 4y′(t) + 4y(t) = et,

y(0) = 0,

y′(0) = 1.

4. Études de fonctions exponentielles :

a) Soit k > 0. Dresser le tableau de variations complet sur R+ de la fonction t Ô→ te−kt.

b) Soit z = a + ib avec a et b deux réels.

i) Donner l’expression du conjugué de ez.

ii) Justifier que la fonction t Ô→ ezt est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.

5. Étude d’un système linéaire :
Considérons le système linéaire suivant, dont les inconnues sont réelles :















x1 − x2 + x3 = 2,

−x1 + 4x2 + 6x3 = −1,

3x1 − 2x2 + 3x3 = 4.

Justifier que ce système a une unique solution.

6. Étude d’un sous-espace vectoriel :
Considérons la partie de R

3 suivante :

F =
{

(x; y; z) ∈ R
3/ x + y − z = 0

}

.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R
3 dont on déterminera une base.

7. Diagonalisation d’une matrice de M2(C) :
Soit la matrice A ∈ M2(C) définie par :

A =

(

0 1
−1 0

)

a) Montrer que la matrice A est diagonalisable sur C.

b) Déterminer une matrice inversible P ∈ Gl2(C) et une matrice diagonale D ∈ M2(C) telles que :

A = P.D.P −1.
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Partie I : Généralités sur les équations différentielles linéaires d’ordre 2

Soient (a, b, c) ∈ C
∗×C

2 et ψ une fonction définie et continue sur R à valeurs dans C. On considère l’équation
différentielle (E) d’inconnue y définie par :

(E) : ∀t ∈ R, ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = ψ(t),

et son équation différentielle homogène associée, notée (H), définie par :

(H) : ∀t ∈ R, ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = 0.

On notera :

— SC(E) et SC(H) les ensembles de fonctions définies sur R à valeurs dans C qui sont solutions respec-
tivement de (E) et de (H).

— Dans le cas où (a, b, c) ∈ R
∗ ×R

2, on notera SR(E) et SR(H) les ensembles de fonctions définies sur R
à valeurs dans R qui sont solutions respectivement de (E) et de (H).

A. Étude de l’équation homogène sur C

1. Montrer que l’ensemble SC(H) est un C-espace vectoriel.

2. Démontrer que pour tout r ∈ C, la fonction φr : t Ô→ ert est solution de (H) si et seulement si r est
solution de l’équation caractéristique (EC) associée à (H) définie par :

(EC) : ar2 + br + c = 0.

3. Justifier que (EC) possède au moins une solution dans C.

4. Cas particulier : étude de l’équation (EC) dans le cas où a, b et c sont des réels avec a non
nul ; pour cette question, vous pouvez vous appuyer sur les extraits de programmes mis en annexe à
la fin de ce sujet.

a) Expliquer dans quelle classe la démonstration de la résolution de l’équation (EC) pourrait être
exposée.

b) Lister les prérequis nécessaires à ces élèves pour aborder la résolution de l’équation (EC).

c) Présenter la résolution de l’équation (EC) telle que l’on pourrait l’exposer devant une telle classe.

d) Énoncer un approfondissement que l’on pourrait aborder avec la classe choisie en question 4.a).

e) Écrire, en langage Python, un programme de résolution de l’équation (EC) lorsque a, b et c sont
réels avec a non nul.

Pour les questions 5 , 6 et 7 qui suivent, on se place dans le cas général.

5. Soient r1 ∈ C une racine de (EC) et z une fonction deux fois dérivable, définie sur R et à valeurs dans
C. Notons ∆ = b2 − 4ac le discriminant de l’équation (EC).

a) En considérant la fonction f : t Ô→ z(t)er1t, montrer que f est solution de (H) si et seulement si
z′ est solution de l’équation différentielle suivante :

(Hr1
) : ∀t ∈ R, ay′(t) + (2ar1 + b)y(t) = 0.

b) Dans le cas où ∆ Ó= 0, on notera r1 et r2 les solutions de (EC). On pose :

A =

{

R → C

t Ô→ αer1t + βer2t , (α, β) ∈ C
2

}

,
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i) Soit f ∈ SC(H) et z : t Ô→ f(t)e−r1t. Justifier que z′ est solution de (Hr1
) et en déduire que

f ∈ A.
ii) Montrer que SC(H) = A.

c) Dans le cas où ∆ = 0, on notera r0 la racine double de l’équation (EC). À l’aide de l’équation
(Hr1

), montrer l’équivalence suivante :

f ∈ SC(H) ⇐⇒ ∃(α, β) ∈ C
2/ f(t) = (αt + β)er0t.

6. En déduire une base de SC(H) et sa dimension.

7. Soient (t0, y0, y1) ∈ R × C
2. Dans le cas où ∆ Ó= 0, montrer qu’il existe une unique solution f de (H)

vérifiant
{

f(t0) = y0,

f ′(t0) = y1.

B. Cas particulier de l’équation homogène sur R

Supposons (a, b, c) ∈ R
∗ × R

2 tels que ∆ < 0.

8. Justifier que (EC) possède deux solutions complexes distinctes qui sont conjuguées.

9. Soit (r, w) ∈ R
2 tel que r + iw et r − iw soient les racines de l’équation (EC). Montrer l’équivalence

suivante :
f ∈ SR(H) ⇐⇒ ∃(γ, δ) ∈ C

2/ f(t) = (γ cos(wt) + δ sin(wt))ert.

C. Équation avec second membre dans le cas particulier a=b=c=1

10. Supposons qu’il existe (η1, η2, λ) ∈ R
3 tels que :

∀t ∈ R, ψ(t) = η1 cos(λt) + η2 sin(λt).

a) Dans le cas où a = b = c = 1, montrer qu’il existe (µ1, µ2) ∈ R
2 tels que la fonction fp : t Ô→

µ1 cos(λt) + µ2 sin(λt) soit solution particulière de (E).

b) En déduire l’ensemble SR(E), dans le cas où a = b = c = 1.
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Partie II : Contrôle du mouvement d’un solide plongé dans un fluide
On considère un corps assimilé à un point M de masse m non nulle, suspendu à un ressort et plongé dans
un fluide visqueux.
On repère la position de M sur un axe vertical, de repère (O;

−→
j ) orienté vers le bas. On suppose que le

corps admet une position d’équilibre au repos à la hauteur y0. Lorsque le corps est en mouvement, on note
alors y(t) la hauteur des oscillations autour de ce point d’équilibre. On a alors :

−−→
OM = (y0 + y(t))

−→
j ,

avec y : t Ô→ y(t) une fonction définie sur R+ à valeurs dans R et deux fois dérivable.

Système sans contrôle
On admet que trois forces agissent sur le corps :

∗ la force d’inertie proportionnelle à y′′ de coefficient m > 0 (où m est la masse du système) ;

∗ la force de viscosité du fluide proportionnelle à y′ de coefficient de b > 0 (b est appelé coefficient de
viscosité) ;

∗ la force de rappel du ressort proportionnelle à y de coefficient c > 0 (c est appelé coefficient de raideur).

Dans cette partie, les paramètres m et c sont fixés et on souhaite analyser l’influence de la viscosité (i.e. du
paramètre b) sur le comportement du corps.
On admet que la fonction inconnue y vérifie le problème de Cauchy suivant :























(Hb) : ∀t > 0, my′′(t) + by′(t) + cy(t) = 0,

y(0) = 0,

y′(0) = 1.

(1)

1. En justifiant la réponse, dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses :

∗ (Hb) est linéaire
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∗ (Hb) est d’ordre 1

∗ (Hb) est non-homogène

∗ (Hb) est à coefficients constants.

2. Résoudre le problème de Cauchy (1) dans les cas suivants :

∗ viscosité faible : b Ó= 0 tel que b2 − 4mc < 0 ;

∗ viscosité forte : b Ó= 0 tel que b2 − 4mc > 0.

Dans chaque cas, donner l’allure de la courbe représentative de y et montrer que la limite de y en +∞
est nulle. Interpréter ce résultat dans le contexte de l’énoncé.

3. Dans le cas de la viscosité nulle (b = 0), on se propose de résoudre le problème de Cauchy (1) par deux
méthodes différentes :

a) Méthode 1 : résoudre (1) à l’aide de la partie I-B. Donner la limite de la solution en +∞ et
interpréter ce résultat dans le contexte de l’énoncé.

b) Méthode 2 : résolution à l’aide de matrices.

i) En posant :

∀t > 0, X(t) =

(

y(t)

y′(t)

)

,

déterminer une matrice A ∈ M2(C) telle que :

y est solution de (H0) ⇐⇒ ∀t > 0, X ′(t) = AX(t).

ii) Montrer que les valeurs propres de A sont les racines (r1, r2) de l’équation caractéristique
(EC) associée à (H0).

iii) Déterminer P ∈ Gl2(C) et D =

(

r1 0
0 r2

)

∈ M2(C) telles que :

A = PDP −1.

iv) Posons pour tout t > 0, ED(t) =

(

er1t 0
0 er2t

)

. Justifier alors que :

∀t > 0, X(t) = PED(t)P −1X(0).

v) En déduire y(t).

4. On suppose que b Ó= 0 et que b2 − 4mc = 0 :

a) Déterminer l’unique solution y de (1).

b) Soit ϕ > 0 et on pose m = 1. En vous appuyant sur la question 4.a) du préambule, déterminer
une condition suffisante sur c afin de vérifier :

∀t > 0, |y(t)| 6 ϕ.

Contrôle du ressort en temps long

5. On suppose maintenant que M est soumis aussi à une force sinusoïdale de pulsation λ > 0 et d’ampli-
tude k > 0.
On admet que la fonction inconnue y vérifie l’équation différentielle suivante :

(Eb) : ∀t ∈ R
+, my′′(t) + by′(t) + cy(t) = k sin(λt).
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a) On suppose que b = 0 et λ =
√

c
m
.

i) Déterminer (A, B) ∈ R
2 tels que t Ô→ t

(

A cos

(

√

c
m

t

)

+ B sin

(

√

c
m

t

))

soit une solution

particulière de (E0).

ii) En déduire l’allure de la courbe représentative de y et sa limite éventuelle en +∞.

b) On suppose que b Ó= 0 ou λ Ó=
√

c
m
:

i) Montrer qu’il existe une solution particulière yp de l’équation (Eb) de la forme :

yp : t Ô→ A cos(λt) + B sin(λt).

ii) En déduire l’allure de yp(t) en +∞.
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Annexe 1 : Extrait du programme de mathématiques de première générale :
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Annexe 2 : Extrait du programme de mathématiques expertes de terminale générale :
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Annexe 3 : Extrait du préambule du programme d’enseignement optionnel de mathématiques
expertes de terminale générale :
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