
AGRÉGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHÉMATIQUES
SECONDE ÉPREUVE ÉCRITE

Notations et rappels

Dans tout le sujet, n est un entier naturel non nul. On désigne parN l’ensemble des entiers naturels,
par N� l’ensemble des entiers naturels non nuls, par R le corps des nombres réels, par R� l’ensemble
des nombres réels positifs ou nuls, par R�� l’ensemble des nombres réels strictement positifs.

On désigne parMnpRq leR-espace vectoriel des matrices carrées de taille n à coefficients réels et par
SnpRq son sous R-espace vectoriel des matrices symétriques. Si A PMnpRq, on note AJ sa transposée
et TrpAq sa trace ; on note SppAq le spectre de A, qui est l’ensemble de toutes ses valeurs propres.

L’espace vectorielRn est muni de son produit scalaire usuel, noté x�, �y. La norme euclidienne associée
est notée }�}. La base canonique, orthonormée pour le produit scalaire x�, �y, est notée F .
Sil x P Rn, on note xJ son transposé.

On noteS�n pRq l’ensemble des matrices symétriques positives, i.e. l’ensemble des matrices A P SnpRq
telles que

@x P Rn, xAx, xy ¥ 0.

On remarquera que une matrice A P SnpRq est symétrique positive si et seulement si

@x P Rn, xJAx ¥ 0.

On note S��n pRq l’ensemble des matrices symétriques définies positives, i.e. l’ensemble des matrices
A P SnpRq telles que

@x P Rnz t0u , xAx, xy ¡ 0.

On remarquera que une matrice A P SnpRq est symétrique définie positive si et seulement si

@x P Rnz t0u , xJAx ¡ 0.

La matrice d’un endomorphisme u d’un espace vectoriel E de dimension finie dans une base B est
notée MatBpuq.

Soit E un espace vectoriel normé. Dans la suite on considère E muni de la topologie induite par
la norme. Pour toute partie A de E, on note Å l’intérieur de A, i.e. le plus grand ouvert (au sens de
l’inclusion) inclus dans A, A l’adhérence de A, i.e. le plus petit fermé contenant A. Le bord BA d’une
partie A � Rn est défini par BA � AzÅ ; c’est l’adhérence de A privée de l’intérieur de A. Soient A et
B deux parties de E telles que A � B. A est dense dans B si A � B. Soit A une partie de E : A est une
partie compacte (un compact) de E si de toute suite punqnPN d’éléments de A on peut extraire une suite
convergeant dans A.

Si x P Rn et r P R�, la boule ouverte, respectivement fermée, de centre x et de rayon r est notée
Bpx, rq, respectivement Bpx, rq. La boule unité fermée de Rn pour la norme }�} est notée Bn

2 . La sphère
unité est notée Sn�1.

Soit E un espace vectoriel et soit A une partie de E. A est une partie convexe si, pour tout u et pour
tout v éléments de A, le segment ru, vs � tx P E, Dt P r0, 1s tel que x � p1� tqu� tvu est inclus dans A.
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L’espérance d’une variable aléatoire X définie sur un univers probabilisé pΩ,A,Pq est notée, sous
réserve d’existence, EpXq.
Définition 1. Une variable aléatoire X définie sur un univers probabilisé pΩ,A,Pq suit une loi de

Rademacher si X pΩq � t�1, 1u et si PpX � 1q � PpX � �1q � 1
2

.

Dans tout le sujet, on pourra utiliser librement l’inégalité suivante :

Théorème 2. (inégalité arithmético-géométrique). Soit m PN�. Soit px1, . . . , xmq P pR�qm. Alors

�
m¹

i�1

xi

�1{m

¤ 1
m

m̧

i�1

xi,

avec égalité si, et seulement si, x1 � � � � � xm.

Le sujet est composé d’un vrai/faux, d’un exercice préliminaire et d’un problème en huit
parties. Les résultats de l’exercice préliminaire peuvent être utilisés durant le problème.
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Vrai/faux

Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. On justifiera soigneusement la réponse.

1. Si f : R ÝÑ R est une fonction continue, la fonction x ÞÝÑ
» x

0
px � tq f ptqdt est deux fois

dérivable sur R et sa dérivée seconde est f .

2. L’intégrale
» �8

0

lnptq
1 � t2 dt est convergente et est nulle.

3. Il existe une probabilité P surN� telle que :

@k PN�, Pptkuq � 1
kpk � 1q .

4. Si X et Y sont deux variables aléatoires définies sur un univers probabilisé pΩ,A,Pq
suivant toutes les deux des lois de Rademacher. Alors la variable aléatoire XY suit une
loi de Rademacher.

5. Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties de E telles que A � B. On
suppose que A est dense dans B et que B est dense dans E. Alors A est dense dans E.

6. La réunion de deux parties convexes de Rn est une partie convexe de Rn.

7. La seule partie convexe dense de R est R.

Exercice préliminaire

8. Soit Φ l’application définie surMnpRq2 par ΦpA,Bq � Tr
�
ABJ

�
. Montrer que Φ est un

produit scalaire surMnpRq.
Dans la suite de l’exercice,MnpRq est muni de la norme associée au produit scalaire Φ. On considère
MnpRq comme un espace topologique avec la topologie définie par cette norme. Dans la suite, toute partie
A deMnpRq est munie de la topologie induite deMnpRq (O est un ouvert de A si, et seulement si, il
existe un ouvert U deMnpRq tel que O � U X A).

9. (a) Soit A P SnpRq. Montrer que A P S�n pRq si, et seulement si, SppAq � R�.
(b) Énoncer et démontrer une caractérisation similaire des matrices de S��n pRq à l’aide

de leurs spectres.

10. Soient A une matrice de S��n pRq et B P MnpRq une matrice inversible. Montrer que
BJAB P S��n pRq.

11. Montrer que S�n pRq et S��n pRq sont convexes.

12. Montrer que S�n pRq est un fermé deMnpRq.
13. Montrer que S��n pRq est dense dans S�n pRq.
14. Soit S P S��n pRq. Montrer qu’il existe une unique matrice R P S��n pRq telle que R2 � S.

On notera R � S1{2.

15. Soit S P S��n pRq. Justifier que S1{2 est inversible, puis que pS1{2q�1 � pS�1q1{2. On notera
plus simplement S�1{2 la matrice pS1{2q�1.

Première partie : jauge d’un corps convexe symétrique

Définition 3. Soit C une partie de Rn. On dit que C est un corps convexe si C est compact, convexe
et si 0 appartient à l’intérieur de C, c’est-à-dire 0 P C̊. On dit que C est symétrique si

@x P Rn, px P Cq ðñ p�x P Cq.
On notera que cette notion de « corps convexe » n’est aucunement liée avec la notion de corps en algèbre.
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16. Montrer que si C est la boule unité d’une norme N définie sur Rn, alors C est un corps
convexe symétrique.

Le but de cette partie est de caractériser les corps convexes symétriques de Rn comme des boules unités
d’une certaine norme surRn. Pour cela, on va introduire la jauge associée à un corps convexe symétrique :

Définition 4. Soit C un corps convexe symétrique. On définit sur Rn l’application J, appelée jauge de
C, par :

@x P Rn, Jpxq � inf
"
λ P R��,

1
λ

x P C
*
.

On se donne maintenant un corps convexe symétrique C.

17. Justifier que J, la jauge de C, est bien définie et que Jp0q � 0.

18. Soit x P Rn. Montrer que Jpxq � 0 si, et seulement si, x � 0.

19. (a) Montrer que pour tout x P Rn, pour tout µ P R��, Jpµxq � µJpxq.
(b) Montrer que pour tout x P Rn, pour tout µ P R, Jpµxq � |µ|Jpxq.

20. Montrer que C � tx P Rn, Jpxq ¤ 1u.
21. Soient x et y deux éléments de Rn. Soit ε un réel strictement positif. On note :

x1 � x
Jpxq � ε et y1 � y

Jpyq � ε.

Soit α � Jpxq � ε
Jpxq � Jpyq � 2ε

et z � αx1 � p1 � αqy1.
(a) Montrer que x1 et y1 appartiennent à C. En déduire que z P C.
(b) En déduire que Jpx � yq ¤ Jpxq � Jpyq.

22. (a) Déduire de ce qui précède que J est une norme.
(b) Quelle est la boule unité de cette norme J ?
(c) En déduire que BC � tx P Rn, Jpxq � 1u.

23. Montrer que si N1 et N2 sont deux normes de Rn ayant la même boule unité, alors
N1 � N2.

Deuxième partie : généralités sur les ensembles convexes

Soit E un espace euclidien, dont on note x�, �yE le produit scalaire. On note }�}E la norme associée au
produit scalaire x�, �yE.
Dans toute cette partie, on désigne par C un convexe compact de E.

24. Soit a P E.

(a) Montrer qu’il existe xa P C tel que }a � xa}E � inf
xPC

}a � x}E. Justifier que si a < C, alors

}a � xa}E ¡ 0.
(b) Soient x0, x1 P C tels que }a � x0}E � }a � x1}E � inf

xPC
}a � x}E. Montrer que x0 � x1.

Indication : On pourra raisonner par l’absurde et considérer
x0 � x1

2
.

Ainsi, pour tout a P E, il existe un unique xa P C tel que }a � xa}E � inf
xPC

}a � x}E. On définit alors

l’application πC : E Ñ C par la relation πCpaq � xa.

25. Soit a P E.

(a) Soit l’application f : E ÝÑ R définie par f pxq � xa � πCpaq, xyE. Soit l’ensemble
H �  

x P E, f pxq � f paq(. Justifier que H est un sous-espace affine de E. Quelles sont
les dimensions possibles pour H ?
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(b) Vérifier que f pπCpaqq ⩽ f paq et que cette inégalité est stricte si a < C.
(c) Montrer que pour tout x P C, f pxq ¤ f pπCpaqq.

Indication : On pourra considérer l’application g : r0, 1s ÝÑ R� qui à t associe
}a � pp1 � tqπCpaq � txq}2

E.
(d) Soit b P C tel que pour tout x P C, xa � b, x � byE ⩽ 0. Pour tout x P C, montrer que

}a � x}E ⩾ }a � b}E et en déduire que b � πCpaq.

Ainsi, on a montré que pour tout a P E, πCpaq est l’unique point b de C tel que pour tout x P C,
xa � b, x � byE ⩽ 0.

26. (a) Soient a, a1 P E. Montrer que }πCpa1q � πCpaq}2
E ⩽ xa1 � a, πCpa1q � πCpaqyE.

(b) En déduire que πC est 1-lipschitzienne.

27. Soit a P BC. Soit papqpPN une suite d’éléments de EzC qui converge vers a.

(a) Montrer que la suite

�
ap � πCpapq��ap � πCpapq

��
E

�
pPN

est une suite de E et qu’elle possède une

sous-suite convergeant vers un élément y de E.
(b) Montrer que y est non nul et que pour tout x P C, xy, x � ayE ⩽ 0.

Troisième partie : sur les ellipsoïdes

Définition 5. Soit A P S��n pRq. On appelle ellipsoïde associé à A la partie EA définie par

EA � tx P Rn, xAx, xy ¤ 1u .
Une partie E de Rn est un ellipsoïde s’il existe A P S��n pRq telle que E � EA.

28. Soit r ¡ 0. Montrer que Bp0, rq (la boule fermée de centre 0 et de rayon r) pour la norme
}�} est un ellipsoïde de Rn et préciser une matrice Ar P S��n telle que Bp0, rq � EAr .

29. Soit EA l’ellipsoïde associé à une matrice A P S��n pRq.
(a) Soit B PMnpRq une matrice inversible. Montrer que B�1

EA � tB�1x, x P EAu est un
ellipsoïde.

(b) Montrer que EA � A�1{2Bn
2 .

(c) En déduire que EA est un corps convexe symétrique.
(d) Quelle est la jauge JA associée à EA ?
(e) Montrer que cette jauge JA est une norme euclidienne. On donnera la matrice du

produit scalaire associé à cette norme dans la base canonique de Rn.

30. Soient EA et EB deux ellipsoïdes de Rn, respectivement associés à A et B P S��n pRq.
Montrer que EA � EB si et seulement si A � B.

31. Soient EA et EB deux ellipsoïdes de Rn, respectivement associés à A et B P S��n pRq.
Montrer que EA � EB si et seulement si pour tout x P E, xBx, xy ⩽ xAx, xy.

Définition 6. Soit E un ellipsoïde. On a montré qu’il existe une unique matrice A P S��n pRq telle que
E � EA. On définit alors la mesure de E, noté µpEq, par

µpEq � 1
detpAq .

32. Dans cette question uniquement, on suppose n � 3. Soit r un réel strictement positif.
Donner une relation entre µpBp0, rqq et le volume de Bp0, rq.

33. Soit E un ellipsoïde de Rn. Soit B PMnpRq une matrice inversible. Préciser la mesure de
B�1
E en fonction de la mesure de E.
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34. Soit pe1, . . . , enq une base orthonormée de Rn et soient a1, . . . , an des réels strictement

positifs. Soit E �
#

x �
ņ

i�1

xiei P Rn,
ņ

i�1

aix2
i ¤ 1

+
. Montrer que E est un ellipsoïde deRn

et calculer sa mesure.

35. Soit A P SnpRq.
(a) Justifier que A admet n valeurs propres réelles (comptées avec leurs ordres de mul-

tiplicité) λ1 ¥ λ2 ¥ � � � ¥ λn et qu’il existe une base orthonormée p f1, . . . , fnq de Rn

telle que pour tout i P t1, . . . ,nu, A fi � λi fi.
(b) Soit k P rr1,nss. Montrer que l’on a

λk � sup
VPGk

min
xPV
}x}�1

xAx, xy ,

où Gk désigne l’ensemble des sous-espaces vectoriels de Rn de dimension k.
Indication : Si V P Gk, on pourra considérer l’intersection de V avec le sous-espace

engendré par fk, . . . , fn.

36. Soient E et E1 sont deux ellipsoïdes de Rn tels que E � E1. Montrer que µpEq ¤ µpE1q.

Quatrième partie : existence d’un ellipsoïde de mesure maximale

Soit C un corps convexe symétrique de Rn.

37. Justifier que C est borné et qu’il existe un ellipsoïde E1 tel que C � E1.
38. SoitA � tµ pEq , E ellipsoïde tel que E � Cu. Montrer queA est non vide et majoré. En

déduire qu’il admet une borne supérieure notée α.

39. Justifier qu’il existe une suite pApqpPN� d’éléments de S��n pRq telle que, en notant Ep
l’ellipsoïde associé à Ap, pour tout p PN�, Ep � C et lim

pÑ�8
µpEpq � α.

40. Pour A P SnpRq, on pose NpAq � sup
}x}�1

|xAx, xy|. Montrer que N est une norme surSnpRq.

41. Soit p P N�. On introduit 0   λ1ppq ¤ � � � ¤ λnppq les valeurs propres de Ap. Montrer
que la suite pλ1ppqqpPN� est minorée par un réel strictement positif, puis que la suite
pλnppqqpPN� est majorée.

42. En déduire que la suite pApqpPN� est bornée pour la norme N.

43. En déduire qu’il existe φ : N� ÝÑ N� strictement croissante et A P S�n pRq telles que
lim

pÑ�8
Aφppq � A.

44. Montrer que A P S��n pRq.
45. En déduire qu’il existe un ellipsoïde E de mesure maximale inclus dans C.

Cinquième partie : unicité de l’ellipsoïde de mesure maximale

46. Montrer que la fonction f : x ÞÝÑ ln p1 � exq est strictement convexe sur R.

47. Montrer que pour tout A P S��n pRq, det1{npIn � Aq ¥ 1 � det1{npAq avec égalité si, et
seulement s’il existe λ ¡ 0 tel que A � λIn.

48. En déduire que pour tous A,B P S��n pRq, det1{npA � Bq ¥ det1{npAq � det1{npBq avec
égalité si, et seulement s’il existe λ ¡ 0 tel que B � λA. Indication : on pourra utiliser la
matrice A1{2 introduite dans l’exercice préliminaire.

49. En déduire que si A et B appartiennent à S��n pRq, det
�

A � B
2



¥

a
detpAqdetpBq.

Caractériser les cas d’égalité.
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50. Montrer l’unicité de l’ellipsoïde de mesure maximale.

Sixième partie : le théorème de John, sens indirect

Définition 7. Soit u P Rn. L’application linéaire ψu : Rn ÝÑ Rn est définie par :

@v P Rn, ψupvq � xu, vyu.

Le but des parties 6 et 7 est d’établir le théorème suivant, dû à Fritz John.

Théorème 8. Soit C un corps convexe symétrique de Rn. Bn
2 est l’ellipsoïde de mesure maximale de C

si et seulement si, Bn
2 � C et s’il existe des points u1, . . . ,um P Sn�1 X BC et des réels c1, . . . , cm ¡ 0 tels

que
m̧

i�1

ciψui � idRn .

51. Soit u P Rn, non nul.

(a) Déterminer le noyau et l’image de ψu, ainsi que leurs dimensions.
(b) Montrer que ψu est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.
(c) Déterminer la trace de ψu.
(d) Déterminer la matrice de ψu dans la base canonique de Rn.

Dans les questions numérotées de 52 à 53h, C est un corps convexe symétrique contenant Bn
2 . On

suppose de plus qu’il existe des points u1, . . . ,um appartenant à BC X Sn�1 et des réels strictement

positifs c1, . . . , cm tels que
m̧

i�1

ciψui � idRn .

52. Soit v P BC X Sn�1. D’après la question 27, il existe y P Rn, non nul, tel que pour tout
x P C, xy, x � vy ⩽ 0.

(a) Montrer que l’ensemble H � tx P Rn, xy, x � vy � 0u est l’hyperplan tangent à Sn�1

en v.
(b) En déduire que pour tout x P C, xv, xy ⩽ 1.

53. Soit E l’ellipsoïde inclus dans C de mesure maximale.

(a) Montrer qu’il existe une base orthonormée pe1, . . . , enq de Rn et des nombres réels
α1, . . . , αn strictement positifs tels que

E �
$&
%x P Rn,

ņ

j�1

@
x, e j

D2

α2
j

¤ 1

,.
- .

Quitte à appliquer une isométrie, on suppose maintenant que pe1, . . . , enq est la base
canonique F de Rn. Alors

E �
$&
%x � px1, . . . , xnq P Rn,

ņ

j�1

x2
j

α2
j

¤ 1

,.
- .

(b) Exprimer la mesure de E en fonction de α1, . . . , αn.

(c) Soit v � pv1, . . . , vnq P BC X Sn�1. Montrer que
ņ

j�1

α jv2
j ⩽ 1. Indication : On pourra

utiliser le vecteur w � pα1v1, . . . , αnvnq.

(d) Calculer
m̧

i�1

ci.
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(e) Montrer que si x P Rn, alors }x}2 �
m̧

i�1

ci xx,uiy2.

(f) Pour tout i P t1, . . . ,mu, on pose ui � pui,1, . . . ,ui,nq. Montrer que

m̧

i�1

ņ

j�1

ciα ju2
i, j ⩽ n.

(g) En déduire que �
� n¹

j�1

α j

�



1{n

⩽
1
n

ņ

j�1

α j ⩽ 1.

(h) Conclure.

Septième partie : le théorème de John, sens direct

Soit C un corps convexe symétrique de Rn et on suppose que son ellipsoïde de mesure maximale est
Bn

2 . On note X l’ensemble des points de contact entre C et Sn�1, i.e. X � Sn�1 X BC.

On munitMnpRq du produit scalaire Φ défini dans l’exercice préliminaire.

54. Montrer que X est un compact non vide.

On pose T � tMatF pψuq , u P Xu � MnpRq où, rappelons-le, F est la base canonique de Rn. On
admet dans toute la suite que convpTq (le plus petit convexe deMnpRq qui contient T) est un compact

deMnpRq (théorème de Carathéodory). On souhaite donc montrer que
1
n

In P convpTq. Pour cela, on

raisonne par l’absurde et on suppose que
1
n

In < convpTq.
55. Montrer que convpTq est inclus dans SnpRq.
56. Montrer que pour toute matrice M P convpTq, la trace de M vaut 1.

57. (a) Montrer qu’il existe une forme linéaire f deMnpRq telle que

@M P convpTq, f pMq ¡ f
�

1
n

In



.

(b) Montrer qu’il existe H PMnpRq unique telle que

@M PMnpRq, f pMq � TrpHMq.

Quitte à changer f on peut supposer aussi que H P SnpRq et que H est de trace nulle (admis). On
conserve cette hypothèse dans toute la suite.

58. En déduire que pour tout u P BC X Sn�1, xHu,uy ¡ 0.

59. Pour tout δ ¡ 0, on pose Eδ � tx P Rn, xpIn � δHq x, xy ¤ 1u. Montrer qu’il existe α ¡ 0
tel que pour tout δ Ps0, αr, Eδ est un ellipsoïde de Rn et calculer sa mesure.

60. (a) Montrer qu’il existe η Ps0, αr tel que pour tout δ Ps0, ηr, pour tout u P BC,

xpIn � δHqu,uy ¡ 1.

Indication : On pourra utiliser le fait suivant, après l’avoir justifié : pour toute réunion
BC �

¤
iPI

pUi X BCq avec pour tout i P I, Ui ouvert de Rn, il existe J � I fini tel que

BC �
¤
iPJ

pUi X BCq.
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(b) En déduire que pour tout δ Ps0, ηr, Eδ � C.

61. Conclure.

Huitième partie : une conséquence du théorème de John

Soit C un corps convexe symétrique de Rn. On note E l’ellipsoïde de mesure maximale inclus dans
C.

62. On suppose uniquement dans cette question que E � Bn
2 . Montrer que Bn

2 � C � ?
nBn

2 .

63. En déduire que E � C � ?
nE.

Dans les questions numérotées de 64 à 66, on se propose de montrer que la constante
?

n est optimale.
On pose C � r�1, 1sn.

64. Vérifier que C est un corps convexe symétrique.

Soit E l’ellipsoïde inclus dans C de mesure maximale. On note JE la jauge de E. On rappelle qu’il s’agit
d’une norme euclidienne.

65. Soit pXiq1⩽i⩽n une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un univers
probabilisé pΩ,A,Pq, qui suivent une loi de Rademacher. Montrer que :

E
�
}pX1, . . . ,Xnq}2

E

	
¥ n.

66. Conclure.

FIN DU SUJET
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