
AGRÉGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHÉMATIQUES
CORRECTION DE LA SECONDE ÉPREUVE ÉCRITE

Remarque importante : la correction proposée ci-dessous n’est pas celle attendue par les
candidats ; toutes les affirmations doivent être justifiées proprement.

1. C’est vrai. On pose g : x ÞÝÑ

ż x

0
px ´ tq f ptqdt. On a

@x P R, gpxq “ x
ż x

0
f ptqdt ´

ż x

0
t f ptqdt.

g est dérivable sur R et

@x P R, g1pxq “

ż x

0
f ptqdt ´ x f pxq ` x f pxq “

ż x

0
f ptqdt.

g1 est dérivable sur R et
@x P R, g2pxq “ f pxq.

2. C’est vrai. Il est clair que t ÞÑ
lnptq
1 ` t2 est continue sur R˚

`
. Comme

lnptq
1 ` t2 „

tÑ0`
lnptq et

lnptq
1 ` t2 “

tÑ`8
O

ˆ

1
t3{2

˙

, des arguments usuels assurent l’intégrabilité de t ÞÑ
lnptq
1 ` t2 sur

R˚
`

. Le changement de variable u “
1
t

assure la nullité de l’intégrale.

3. C’est vrai. On munit N˚ de la tribu PpN˚q. Comme a série
ÿ

ně1

1
npn ` 1q

converge et

que sa somme vaut 1, on définit bien une variable aléatoire dont la loi est donnée dans
l’énoncé.

4. C’est faux. Si X “ Y, la variable aléatoire XY est presque-sûrement constante égale à 1.

5. C’est vrai. On a A “ B et B “ E. Donc A “ A “ B “ E.

6. C’est faux. Dans R, la réunion r0, 1s Y r2, 3s est une réunion de deux convexes et n’est
pas convexe.

7. C’est vrai. Soit C un tel convexe. Comme C est dense dans R, C n’est pas borné. En
particulier, C contient une suite punqnPN qui tend vers `8 et une suite pvnqnPN tend vers
´8. Quitte à considérer la suite à partir d’un certain rang, on peut supposer que pour
tout n PN, vn ď un. Par convexité, on a R “

ď

nPN

rvn, uns Ă C, d’où C “ R.

8. — Φ est clairement symétrique.
— La bilinéarité est claire.
— La positivité de Φ est claire car ΦpA,Aq “

ÿ

1ďi, jďn

a2
i, j ě 0.

— Le caractère défini est clair en utilisant le fait que ΦpA,Aq “
ÿ

1ďi, jďn

a2
i, j.

Il s’ensuit que Φ est un produit scalaire surMnpRq.

9. (a) On prouve les deux implications.

pñq Soitλ P SppAq, il existe x P Rn non nul tel que Ax “ λx. On a doncλ “
xAx, xy

}x}
2 ě 0,

donc SppAq Ă R`.
pðq On suppose que SppAq Ă R`. Comme A P SnpRq, il existe P orthogonale et

D “ diagpλ1, . . . , λnq (où tout λi P SppAq) telles que A “ PDPJ. Soit x P Rn. On a

xAx, xy “
@

PDPJx, x
D

“ xDy, yy ,
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où l’on a posé y “ PJx. Il s’ensuit que

xAx, xy “

n
ÿ

i“1

λiy2
i ě 0.

(b) On a : pour tout A P SnpRq, A P S
``
n pRq ðñ SppAq Ă R˚

`
. La preuve est presque

la même que celle ci-dessus.

10. Il est clair que BJAB P SnpRq. Pour tout x P Rn avec x , 0, on a :
@

BJABx, x
D

“ pBxqJApBxq ą 0,

car A P S
``
n pRq et Bx , 0 car B est inversible.

11. On prouve le résultat pour S`
n pRq, la preuve étant analogue pour S``

n pRq. Soient A et
B deux éléments de S`

n pRq. Soit t P r0, 1s. Il est clair que la matrice tA ` p1 ´ tqB est
symétrique réelle et pour tout x P Rn, on a :

xptA ` p1 ´ tqBqx, xy “ t xAx, xy ` p1 ´ tq xBx, xy ě 0,

ainsi tA ` p1 ´ tqB P S
`
n pRq, donc S`

n pRq est convexe.

12. Soit pApqpPN une suite d’éléments de S`
n pRq qui converge vers une matrice A PMnpRq,

pour conclure que A P SnpRq on peut utiliser que la convergence dansMnpRq entraîne
la convergence coordonnée par coordonnée et que les coordonnés pi, jq et p j, iq coincident
pour tout pApq. Soit x P Rn. Pour tout p P N, on a

@

Apx, x
D

ě 0. En faisant tendre p vers
`8 et en utilisant la continuité du produit scalaire, on en déduit que xAx, xy ě 0, ce qui
prouve que A P S

`
n pRq, puis que S`

n pRq est fermé.

13. Soit A P S
`
n pRq. D’après la question 9 (a), il existe P orthogonale et D “ diagpλ1, . . . , λnq,

avec pour tout i P rr1,nss, λi ě 0, telles que A “ PDPJ.

Soit, pour p PN˚, Ap “ P
ˆ

D `
1
p

In

˙

PJ. Il est clair que Ap est symétrique et d’après

la question 9 (b), Ap P S
``
n pRq.

De plus, il est clair que lim
pÑ`8

Ap “ A, donc S``
n pRq est dense dans S`

n pRq.

14. — Comme S P S
``
n pRq, on écrit S “ PDPJ avec D “ diagpλ1, . . . , λnq diagonale ayant

des coefficients strictement positifs et P orthogonale. On pose∆ “ diagp
a

λ1, . . . ,
?
λnq

et R “ P∆PJ. Il est clair que R P S
``
n pRq et que R2 “ S.

— Soit U P S
``
n pRq telle que U2 “ S. Comme U P S

``
n pRq il existe G “ diagpµ1, . . . , µnq

diagonale ayant des coefficients strictement positifs et Q orthogonale telles que U “

QGQJ. Donc PJQG2 “ D2PJQ ; en posant M “ PJQ, en raisonnant coordonnée par
coordonnée et en appliquant le fait que pour tout i “ 1, . . . , n, λi et µi sont strictement
positifs on peut conclure que U “ R.

15. — Comme S1{2 P S
``
n pRq, S1{2 est bien inversible.

— Si on écrit S “ PDPJ avec D “ diagpλ1, . . . , λnq diagonale et P orthogonale, par
unicité, on a S1{2 “ P∆PJ avec ∆ “ diagp

a

λ1, . . . ,
?
λnq. On a alors pS1{2q´1 “

Pdiagp
a

λ1
´1, . . . ,

?
λn

´1qPJ et comme S´1 P S
``
n , pS´1q1{2 “ Pdiagp

a

λ1
´1, . . . ,

?
λn

´1qPJ,
ce qui prouve l’égalité.

16. Il est clair que C est un compact car c’est une partie fermée (par continuité de la norme)
et bornée. La convexité provient de l’inégalité triangulaire et le « symétrique » vient de
l’homogénéité de la norme.

17. — Soit x0 P Rnz t0u. Comme 0 appartient à l’intérieur de C il existe r ą 0 tel que Bp0, rq Ă

C. En particulier, le vecteur
r

2 }x0}
x0 P C. Il s’ensuit que l’ensemble

"

λ P R˚
`
,

1
λ

x0 P C
*

n’est pas vide. Comme il est minoré par 0, il admet une borne inférieure.
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— Pour x “ 0, pour tout λ ą 0,
1
λ

x P C, donc Jp0q est bien définie et Jp0q “ infR˚
`

“ 0.

18. On prouve les deux implications.

pñq Soit x0 P Rnz t0u. Comme C est compact, il existe R ą 0 tel que C Ă Bp0,Rq. En

particulier, pour tout λ tel que 0 ă λ ă
}x0}

R
, soit

›

›

›

x0

λ

›

›

› ą R, on a
x0

λ
< C. Il s’ensuit

que
"

λ P R˚
`
,

1
λ

x0 P C
*

Ă

„

}x0}

R
,`8

„

et en particulier, Jpx0q ě
}x0}

R
.

pðq Cette implication découle du fait que Jp0q “ 0.

19. (a) C’est clair par homogénéité de la borne inférieure et car C est symétrique.
(b) Soit x P Rn. Soit µ P R. Si µ “ 0, l’égalité est claire ; il en est de même du cas où µ ą 0

(c’est la question précédente). Si µ ă 0, on se ramène à la question précédente en
remarquant que, comme C est symétrique :

@λ ą 0,
ˆ

1
λ

pµxq P C
˙

ðñ

ˆ

1
λ

p´µxq P C
˙

.

20. On prouve les deux inclusions.

pĂq Soit x P C. Comme
x
1

P C, il s’ensuit que que Jpxq ď 1.

pĄq Soit x P Rn tel que Jpxq ď 1. Comme C est fermé
x

Jpxq
P C. Comme 0 P C, le segment

"

t
x

Jpxq
, t P r0, 1s

*

est inclus dans C. En particulier, x P C.

21. (a) C’est clair d’après les questions 19 et 20. Comme α P r0, 1s, la convexité de C assure
que z P C.

(b) Comme z P C, la question 20 assure que Jpzq ď 1. Comme z “
x ` y

Jpxq ` Jpyq ` 2ε
, on a

Jpx ` yq ď Jpxq ` Jpyq ` 2ε. Il suffit de faire tendre ε vers 0 pour conclure.

22. (a) Les questions 18, 19 et 21 assurent que J est une norme sur Rn.
(b) La question 20 assure que C est la boule unité de J.
(c) Par homogénéité, la sphère unité de J est BC.

23. Supposons qu’il existe x P Rn tel que N1pxq , N2pxq, par exemple N1pxq ă N2pxq. Notons
qu’un tel élément x est non nul. Soit λ P R` tel que N1pλxq “ 1. On a N2pλxq ą 1, donc
λx < ty P Rn, N2pyq “ 1u, cela contredit le fait que les deux normes aient la même boule
unité.

24. (a) — Soit φ : C ÝÑ R` définie par φpxq “ }a ´ x}E. φ est continue sur le compact C
donc, d’après le théorème de la borne atteinte de Weierstrass, il existe xa P C tel
que φpxaq “ inf

xPC
φpxq “ inf

xPC
}a ´ x}E.

— Comme a < C et C est fermé, on a φpxq ą 0 pour tout x P C. Il s’ensuit que
φpxaq “ }a ´ xa}E ą 0.

(b) On note m “ inf
xPC

}a ´ x}E. Supposons x0 , x1. Notons que, par convexité de C,
x0 ` x1

2
P C. On a :

m ď

›

›

›a ´
x0 ` x1

2

›

›

›

E
“

1
2

}pa ´ x0q ` pa ´ x1q}E ď
1
2

}a ´ x0}E `
1
2

}a ´ x1}E ď m.

En particulier, l’inégalité triangulaire est une égalité. Comme la norme }¨}E est eucli-
dienne, il existe λ P R` tel que a ´ x0 “ λpa ´ x1q. Comme }a ´ x0}E “ }a ´ x1}E, on
en déduit λ “ 1, puis x0 “ x1.
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25. (a) — On peut prouver que f est une forme linéaire, donc H est une sous-espace affine
car H “ f paq `

ÝÑH avec ÝÑH “ tx P E, f pxq “ 0u.
— Les dimensions possibles pour H sont n ´ 1 ou n suivant que f soit nulle ou pas.

(b) On a

f paq ´ f pπCpaqq “ xa ´ πCpaq, ayE ´ xa ´ πCpaq, πCpaqyE “ }a ´ πCpaq}
2
E ě 0,

il s’ensuit que f pπCpaqq ď f paq. Si a < C, πCpaq , a, donc f pπCpaqq ă f paq.
(c) Soit x P C. Comme C est convexe, pour tout t Ps0, 1s, p1 ´ tqπCpaq ` tx P C, donc

}p1 ´ tqπCpaq ` tx ´ a}
2
E ě }πCpaq ´ a}

2
E .

En développant le carré des normes et en simplifiant par t ą 0, on a

t }x ´ πCpaq}
2
E ` 2 xπCpaq ´ a, x ´ πCpaqyE ě 0.

En faisant tendre t vers 0`, on en déduit que xπCpaq ´ a, x ´ πCpaqyE ě 0, soit f pxq ď

f pπCpaqq.
(d) — Pour tout x P C, on a :

}a ´ x}
2
E ´ }a ´ b}

2
E “ }pa ´ bq ` pb ´ xq}

2
E ´ }a ´ b}

2
E .

En développant, on obtient :

}a ´ x}
2
E ´ }a ´ b}

2
E “ 2 xa ´ b, b ´ xy ` }b ´ x}

2
E ě 0

car cette dernière quantité est la somme de deux termes positifs.
— Par définition de πCpaq il s’ensuit que b “ πCpaq

26. (a) On a :

}πCpa1q ´ πCpaq}
2
E ´ xa1 ´ a, πCpa1q ´ πCpaqy “ xa1 ´ πCpa1q, πCpaq ´ πCpa1qy

` xa ´ πCpaq, πCpa1q ´ πCpaqy .

D’après la question 25 (c), ces deux dernières quantités sont négatives.
(b) Il suffit d’utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans l’inégalité de la question 26 (a).

27. (a) — Comme ap < C et que C est fermé, on en déduit que pour tout p PN, ap , πCpapq,
donc la suite proposée est bien définie.

— On peut en extraire une sous-suite convergente par compacité de Sn´1.
(b) — y est non nulle car il est limite d’une sous-suite de vecteurs de norme 1.

— On note encore (par abus) papqpPN la sous-suite convergente. D’après la question
25 (d), on a :

@p PN, @x P C,
@

ap ´ πCpapq, x ´ πCpapq
D

E ď 0,

puis

@p PN, @x P C,

C

ap ´ πCpapq
›

›ap ´ πCpapq
›

›

E

, x ´ πCpapq

G

ď 0.

En utilisant la continuité de πC, celle du produit scalaire, on en déduit :

@x P C, xy, x ´ πCpaqyE ď 0.

Comme a P C (car a P BC), on a πCpaq “ a.

28. Il suffit de prendre A “
1
r2 In P S

``
n pRq.
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29. (a) Soit y P Rn. On a :

y P B´1
EA ðñ By P EA

ðñ xABy,Byy ď 1
ðñ

@

BJABy, y
D

ď 1.

La question 10 assurant que BJAB P S
``
n pRq, donc B´1

EA “ EBJAB est un ellipsoïde.
(b) Soit x P Rn. On a :

x P EA ðñ xAx, xy ď 1

ðñ

A

A1{2x,A1{2x
E

ď 1 pcar A1{2 P S
``
n pRqq

ðñ A1{2x P Bn
2

ðñ x P A´1{2pBn
2q pcar x ÞÝÑ A1{2x est bijectiveq.

Il s’ensuit que EA “ A´1{2pBn
2q.

(c) — Comme Bn
2 est convexe et l’application x ÞÝÑ A´1{2x est linéaire, EA “ A´1{2pBn

2q

est convexe.
— Comme l’application x ÞÝÑ A´1{2x est continue et Bn

2 compact, EA est compact.
— Comme l’application x ÞÝÑ A´1{2x est un homéomorphisme, l’image d’un ouvert

est un ouvert. En particulier, A´1{2pBn
2q contient un voisinage ouvert de 0.

Il s’ensuit que EA est un corps convexe symétrique de Rn.
(d) La jauge JA est alors l’application x P Rn ÞÝÑ

a

xAx, xy (qui défini bien une norme
car A P S

``
n pRq) car EA en est sa boule unité.

(e) La norme JA est euclidienne car découle du produit scalaire px, yq P Rn ˆ Rn ÞÝÑ

xAx, yy (rappelons que A P S
``
n pRq). La matrice du produit scalaire dans la base

canonique est alors la matrice A.
30. L’implication indirecte est immédiate. L’implication directe l’est tout autant car on a

JA “ JB, puis A “ B.
31. On traite les deux implications.

pñq Par définition de la jauge, on a :

@x P Rn, JBpxq ď JApxq,

ce qui permet de conclure.
pðq Immédiat avec la jauge.

32. D’après la question 28, Bp0, rq “ E 1
r2 I3

, donc µpBp0, rqq “ r6. On rappelle que le volume

de Bp0, rq est
4πr3

3
.

33. Soit A P S
``
n pRq telle que E “ EA. D’après la question 29 (a), B´1

E “ B´1
EA “ EBJAB. Il

s’ensuit que

µpB´1
Eq “

1
detpBJABq

“
µpEq

detpBq2 .

34. On noteB “ pe1, . . . , enq et, rappelons-le,F la base canonique deRn. Ces deux bases sont
orthonormées pour le produit scalaire usuel. Soit x P Rn, on note XB (resp. XF ) la matrice
des coordonnées de x dans la base B (resp. la base F ). On pose D “ diagpa1, . . . , anq et P
la matrice de passage de la base B vers la base F ; P est orthogonale car les deux bases
sont orthonormées. On a :

x P E ðñ xDXB,XBy ď 1
ðñ xDPXF ,PXF y ď 1
ðñ

@

PJDPXF ,XF
D

ď 1.
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On pose A “ PJDP P S
``
n pRq. Il s’ensuit que E “ tx P Rn, xAx, xy ď 1u, donc E est un

ellipsoïde de Rn et µpEq “
1

detpAq
“

1
a1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ an

.

35. (a) Cela découle immédiatement du théorème spectral.
(b) Soit V P Gk. D’après la formule de Grassmann, V X Vectp fk, . . . , fnq n’est pas nul.

Soit x P V X Vectp fk, . . . , fnq un vecteur unitaire. On écrit x “

n
ÿ

i“k

xi fi. On a donc

xAx, xy “

n
ÿ

i“k

λix2
i ď λk. Il s’ensuit que min

xPV
}x}“1

xAx, xy ď λk (on note que le minimum

est bien un minimum car la sphère unité de V est compacte). On en déduit que
sup
VPGk

min
xPV

}x}“1

xAx, xy ď λk. En prenant V “ Vectp f1, . . . , fkq, on remarque que min
xPV

}x}“1

xAx, xy “

λk. Il s’ensuit que

sup
VPGk

min
xPV

}x}“1

xAx, xy “ max
VPGk

min
xPV

}x}“1

xAx, xy “ λk.

36. Soient A et B les matrices symétriques définies positives telles E “ EA et E1 “ EB. On
définit sur Rn les applications fA et fB par :

@x P Rn, fApxq “ xAx, xy et fBpxq “ xBx, xy .

On notera que fA et fB sont définies par fA “ J2
A et fB “ J2

B. Soit x0 P Rnz t0u. On a

fA

˜

x0
a

fApx0q

¸

“ 1, donc
x0

a

fApx0q
P E, puis

x0
a

fApx0q
P E1. On a donc

fB

˜

x0
a

fApx0q

¸

“
fBpx0q

fApx0q
ď 1.

On en déduit que fBpx0q ď fApx0q. Cette inégalité reste vraie pour x0 “ 0.
On note λ1 ě ¨ ¨ ¨ ě λn les valeurs propres de A et λ1

1 ě ¨ ¨ ¨ ě λ1
n celles de B. Soit

k P rr1, nss. On en déduit que

max
VPGk

min
xPV

}x}“1

xBx, xy ď max
VPGk

min
xPV

}x}“1

xAx, xy ,

soit λ1
k ď λk. Il s’ensuit que detpBq ď detpAq puis, par définition, µpE1q ě µpEq.

37. Comme C est un compact, C est borné, donc est inclus dans une boule fermée centrée en
0 et de rayon R ą 0. Le résultat de la question 28 montre que la boule fermée de centre 0
et de rayon R ą 0 est un ellipsoïde. Il suffit de poser E1 “ Bp0,Rq.

38. — Comme 0 P C̊, il existe r ą 0 tel que Bp0, rq Ă C. D’après la question 28, Bp0, rq est un
ellipsoïde de C et est inclus, doncA est non vide.

— D’après la question 37, il existe R ą 0 tel que C Ă Bp0,Rq. Ainsi, si E est un ellipsoïde
inclus dans C, on a E Ă Bp0,Rq, puis d’après la question 36, µpEq ď µpBp0,Rqq, donc
A est majoré.

— A est non vide et majoré, il admet une borne supérieure.

39. Par la caractérisation de la borne supérieure, il existe une suite d’ellipsoïdes pEpqpPN˚

de A (donc Ep Ă C pour tout p P N˚) telle que lim
pÑ`8

µpEpq “ α. Par définition d’un

ellipsoïde, il existe une suite pApqpPN˚ d’éléments deS``
n pRq avec Ap définissant Ep pour

tout p PN˚.
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40. Notons que NpAq est bien définie car l’application x P Sn´1 ÞÝÑ |xAx, xy| est continue sur
le compact Sn´1.
— L’homogénéité et la positivité sont clairs.
— Soient A et B dans SnpRq. Pour tout x P Sn´1, on a :

|xpA ` Bqpxq, xy| “ |xAx, xy ` xBx, xy|

ď |xAx, xy| ` |xBx, xy|

ď NpAq ` NpBq.

En passant à la borne supérieure, on en déduit que NpA ` Bq ď NpAq ` NpBq.
— Soit A P SnpRq telle que NpAq “ 0. On a donc pour tout x P Sn´1, xAx, xy “ 0. Comme

A est symétrique, il s’ensuit que A “ 0.
On a montré que N est une norme sur SnpRq.

41. — Par définition de la mesure, on a lim
pÑ`8

1
λ1ppq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ λnppq

“ α, puis lim
pÑ`8

λ1ppq ˆ

¨ ¨ ¨ ˆ λnppq “
1
α

.

— Si la suite pλ1ppqqpPN˚ n’était pas minorée par un réel strictement positif, il existerait
une fonction φ : N˚ ÝÑ N˚ strictement croissante telle que lim

pÑ`8
λ1pφppqq “ 0.

En introduisant, pour p P N˚, pe1ppq, . . . , enppqq une base orthonormée de vecteurs
propres associés aux valeurs propres λ1ppq, . . . , λnppq, on a :

@p PN˚, Ep “

#

n
ÿ

i“1

xieippq P Rn,
n

ÿ

i“1

λippqx2
i ď 1

+

.

Il s’ensuit que pour p PN˚,
1

a

λ1pφppqq
e1ppφppqqq P Eφppq Ă C.

Or, lim
pÑ`8

›

›

›

›

›

1
a

λ1pφppqq
e1ppφppqqq

›

›

›

›

›

“ `8, ce qui donne une contradiction car C est

borné. On en déduit donc que la suite pλ1ppqqpPN˚ est minorée par un réel strictement
positif.

— On note η ą 0 tel que pour tout p P N˚, λ1ppq ě η. De l’égalité λ1ppq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ λnppq “

detpApq, on en déduit

@p PN˚, λnppq ď
ηn´1

detpApq
.

Or, la suite pdetpApqqpPN˚ converge vers un réel strictement positif, donc est majorée :
il s’ensuit que la suite pλnppqqpPN˚ est majorée.

42. Soit p P N˚. Soit x “

n
ÿ

i“1

xieippq de norme 1. On a
ˇ

ˇ

@

Apx, x
D

ˇ

ˇ “

n
ÿ

i“1

x2
i λippq ď M, où M est

majorant de la suite pλnppqqpPN˚ . En utilisant la norme de la question 40, on en déduit
que

@p PN˚, NpApq ď M.

43. La suite pApqnPN˚ est donc une suite bornée de S`
n pRq. On peut en extraire une sous-

suite, disons pAφppqqpPN˚ , qui converge vers A. Comme S`
n pRq est fermé (question 12),

A P S
`
n pRq.

44. Comme pour tout p P N˚, detpApq “ λ1ppq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ λnppq ě λ1ppqn ě mn ą 0 (m est un
minorant de la suite pλ1ppqqpPN˚), par continuité du déterminant, on en déduit que :

lim
pÑ`8

detpAφppqq “ detpAq ě mn ą 0.

En particulier, A P S
``
n pRq.
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45. Il reste à montrer que µpEAq “ α et EA Ă C.

— Par continuité de det, on a lim
pÑ`8

detpAφppqq “ detpAq “
1
α

, puis µpEq “ α.

— On note JC la jauge de C. Soit x P Rn. Comme Ep Ă C pour tout p PN˚, on a

@p PN˚,
@

Apx, x
D

ě JCpxq2.

Comme lim
pÑ`8

Aφppq “ A et par continuité du produit scalaire, il s’ensuit que lim
pÑ`8

A

Aφppqx, x
E

“

xAx, xy, soit xAx, xy ě JCpxq2. On en déduit donc que E Ă C.

46. On remarque que f est deux fois dérivable sur R et

@x P R, f 2pxq “
ex

p1 ` exq2 ą 0,

il s’ensuit que f est strictement convexe sur R.

47. — Comme A P S
``
n pRq et en notant λ1, . . . , λn ses valeurs propres, on a

det1{npIn ` Aq “

n
ź

i“1

p1 ` λiq
1{n “

n
ź

i“1

p1 ` eµiq
1{n

“ exp

˜

1
n

n
ÿ

i“1

f pµiq

¸

,

où, pour tout i P rr1, nss, λi “ eµi . Comme f est convexe, l’inégalité de Jensen et la
croissance de exp donnent alors

det1{npIn ` Aq ě exp

˜

f

˜

1
n

n
ÿ

i“1

µi

¸¸

“ 1 ` exp

˜

1
n

n
ÿ

i“1

µi

¸

“ 1 ` det1{npAq.

— On traite les deux implications.

pñq Si l’inégalité est une égalité, alors l’inégalité de Jensen est une égalité. Comme f
est strictement convexe, on en déduit que pour tout i P rr1, nss, µi “ µ. Il s’ensuit
que A “ eµIn.

pðq Il est clair que si A “ λIn avec λ ą 0 alors l’inégalité est une égalité.

48. — Pour A,B P S
``
n pRq, on a :

det1{npA ` Bq “ det1{npAq det1{npIn ` A´1{2BA´1{2q.

Notons que A´1{2BA´1{2 P S
``
n pRq d’après la question 10. La question 47 donne

alors :
det1{npA ` Bq ě det1{npAq

´

1 ` det1{npA´1{2BA´1{2q

¯

.

Il suffit de développer pour conclure.
— D’après la question précédente, l’inégalité det1{npIn ` Dq ě 1 ` det1{npDq est une

égalité si, et seulement s’il existe λ ą 0 tel que D “ λIn, ce qui est équivalent à
B “ λA.

49. Soient A et B dans S``
n pRq.

— D’après la question 48, en utilisant l’inégalité arithmético-géométrique et l’homogé-
néité du déterminant :

det1{n
ˆ

A ` B
2

˙

ě
1
2

det1{npAq `
1
2

det1{npBq ě

b

det1{npAq det1{npBq.

On conclut en élevant à la puissance n.
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— Soient A et B qui réalisent l’égalité. En particulier, les matrices
1
2

A et
1
2

B réalisent
l’égalité dans l’inégalité de la question 34. La question 34 assure qu’il existe λ ą 0 tel
que B “ λA. L’inégalité arithmético-géométrique est une égalité si, et seulement si les
nombres sont égaux, donc detpAq “ detpBq. Il s’ensuit que A “ B. Réciproquement,
si A “ B, alors l’inégalité est une égalité.

50. Supposons qu’il existe deux ellipsoïdes E1 et E2 inclus dans C de mesure maximale.
On note A1 et A2 les matrices de S``

n pRq telles E1 “ EA1 et E2 “ EA2 . On suppose

évidemment que A1 , A2. On pose A “
A´1{2

1 ` A´1{2
2

2
P S

``
n pRq (car S``

n pRq est
convexe d’après la question 11 de l’exercice préliminaire).

On pose EA “ ApBn
2q. D’après la question 29 (b), on a E1 “ A´1{2

1 pBn
2q et E2 “

A´1{2
2 pBn

2q, donc par convexité de C, on a ApBn
2q Ă C, donc EA est un ellipsoïde inclus

dans C. La question 33 donne µpEAq “ detpA2q “ detpAq2. De plus,

µpEAq “ detpAq2 “ det

¨

˝

A´1{2
1 ` A´1{2

2

2

˛

‚ą

b

detpA´1{2
1 q detpA´1{2

2 q “
1

detpA1q
“ volpE1q,

car les matrices A´1{2
1 et A´1{2

2 sont différentes. Cela contredit le fait que E1 est de mesure
maximale.

51. (a) On remarque que
1

}u}
2ψu est un projecteur de rang 1 sur Vectpuq, donc Kerpψuq “ tuu

K

et Impψuq “ Vectpuq. En particulier, dimpKerpψuqq “ n ´ 1.

(b) Les projecteurs sont diagonalisables et Sppψuq “

!

0, }u}
2
)

.

(c) Comme
1

}u}
2ψu est un projecteur de rang 1, sa trace vaut 1, donc celle de ψu est }u}

2.

(d) On note pe1, . . . , enq la base canonique F de Rn. On écrit u “

n
ÿ

i“1

uiei. On a :

@ j P rr1,nss, ψupe jq “
@

u, e j
D

u “ u ju.

Il s’ensuit que la matrice de ψu dans la base F est uuJ.

52. (a) On prouve H est un hyperplan affine de Rn en remarquant que pour tout vecteur
non nul y il esiste une famille indépendante de n ´ 1 vecteurs non nuls orthogonaux
à y. De plus, H X Sn´1 , ∅ et, comme Sn´1 Ă C, on a :

@y P Sn´1, xy, x ´ vy ď 1,

donc H est tangent à Sn´1.
(b) H est un hyperplan affine, donc sépare Rn en deux demi-espaces dont l’un d’eux

contient Sn´1 et C. Il est facile de remarquer que Hv “ tx P Rn, xx, vy “ 1u est éga-
lement tangent à Sn´1 en v. Par unicité, on en déduit que H “ Hv, puis l’inégalité :
pour tout x P C, xx, vy ď 1.

53. (a) Soit A P S
``
n pRq telle que E “ EA. Soit pe1, . . . , enq une base orthonormée de vec-

teurs propres de A associés aux valeurs propres λ1, . . . , λn. Soit x P Rn, on écrit :

x “

n
ÿ

i“1

xiei P Rn. On a :

x P E ðñ xAx, xy ď 1 ðñ

n
ÿ

j“1

λ jx2
j ď 1 ðñ

n
ÿ

i“1

λ j
@

x, e j
D2

ď 1.
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Comme les λ j sont strictement positifs, il suffit de poser α j “
1

b

λ j

.

(b) En utilisant la question 34, on a µpEq “

n
ź

j“1

α2
j .

(c) Soit px1, . . . , xnq P Rn tel que
n

ÿ

k“1

x2
j

α2
j

“ 1 (on notera que par définition px1, . . . , xnq P E)

et tel que les vecteurs
ˆ

x1

α1
, . . . ,

xn

αn

˙

et pα1v1, . . . , αnvnq soient colinéaires. L’inégalité

de Cauchy-Schwarz, qui est alors une égalité, donne

n
ÿ

j“1

x jv j “

g

f

f

f

e

n
ÿ

j“1

x2
j

α2
j

g

f

f

e

n
ÿ

j“1

α2
j v

2
j “

g

f

f

e

n
ÿ

j“1

α2
j v

2
j .

Comme px1, . . . , xnq P E Ă C, d’après la question 52 (b), on a :

xx, vy “

n
ÿ

j“1

x jv j ď 1.

On en déduit que

g

f

f

e

n
ÿ

j“1

α2
j v

2
j ď 1.

(d) Pour tout i P rr1,mss, ψui est un projecteur de rang 1, donc Trpψuiq “ 1. Par linéarité
de la trace, il s’ensuit que

n “ Tr pidRnq “

m
ÿ

i“1

ciTr pψuiq “

m
ÿ

i“1

ci.

(e) On a :

}x}
2

“ xx, xy “

C

x,
m

ÿ

i“1

ci xx, uiy ui

G

“

m
ÿ

i“1

ci xx, uiy
2 .

(f) D’après la question 53 (c), pour tout i P rr1,mss, on a
n

ÿ

j“1

α2
j

@

ui, e j
D2

ď 1. Or,
m

ÿ

i“1

ci “ n,

on en déduit donc
m

ÿ

i“1

¨

˝ci

n
ÿ

j“1

α2
j

@

ui, e j
D2

˛

‚ď n.

(g) En permutant les deux sommes, on a
n

ÿ

j“1

α2
j

˜

m
ÿ

i“1

ci
@

ui, e j
D2

¸

ď n. Or, d’après la

question 53 (e),
m

ÿ

i“1

ci
@

ui, e j
D2

“
›

›e j
›

›

2
“ 1, ainsi

n
ÿ

j“1

α2
j ď n. L’inégalité arithmético-

géométrique donne
¨

˝

n
ź

j“1

α2
j

˛

‚

1{n

ď
1
n

n
ÿ

j“1

α2
j ď 1,

ce qui permet de conclure.
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(h) On en déduit que tout ellipsoïde inclus dans C a une mesure inférieure ou égale à
1. Ceci est donc également vrai pour l’ellipsoïde de mesure maximale. Or, Bn

2 Ă C
et µpBn

2q “ 1. Par unicité, on en déduit que Bn
2 est l’ellipsoïde de mesure maximale

inclus dans C.

54. — Puisque Sn´1 est bornÃ© alors X aussi.
— On note JC la jauge du corps convexe symétrique C. Comme BC “ tx P Rn, JCpxq “ 1u,

on en déduit que X “ Sn´1 X J´1
C pt1uq. Il s’ensuit que X est fermé comme l’intersection

de deux fermés.
— Supposons que X “ ∅. En particulier, pour tout x P Sn´1, JCpxq ă 1. Par compacité de

Sn´1 et par continuité de JC, il existe r P r0, 1r tel que pour tout x P Sn´1, JCpxq ď r ă 1.

Il s’ensuit que pour tout x P Sn´1, JC

ˆ

1
r

x
˙

ď 1. On en déduit donc que B
ˆ

0,
1
r

˙

Ă

C. D’après la question 36, µ
ˆ

B
ˆ

0,
1
r

˙˙

ą µ
`

Bn
2

˘

, ce qui contredit le fait que Bn
2 est

l’ellipsoïde de mesure maximale.

55. D’après la question 51 (d), la matrice deψu dans la baseF est symétrique, donc convpTq Ă

SnpRq.

56. On a vu à la question 51 (c) que, si M P T, TrpMq “ 1. Cela reste en particulier vrai pour
les combinaisons convexes d’éléments de T.

57. (a) On reprend les notations de la question 25. On pose a “
1
n

In < convpTq. Comme

convpTq est un convexe compact deMnpRq, d’après les questions 25 (b) et 25 (c), on
a :

@M P convpTq, f pMq ă f
ˆ

1
n

In

˙

.

Il suffit de remplacer f par ´ f pour conclure.
(b) Soit l’application φ : MnpRq ÝÑ MnpRq˚

H ÞÝÑ pψH : M PMnpRq ÞÝÑ TrpHMqq

.

— La linéarité de φ suit de la linearité de la trace.
— Soit H P Kerpφq : pour tout M PMnpRq, on aϕHpMq “ TrpHMq “ 0. En particulier,

pour M “ HJ, en utilisant la question 8 de l’exercice préliminaire, on a H “ 0. φ
est injective.

— Comme dim pMnpRqq “ dim pMnpRq˚q, φ est un isomorphisme. L’existence et
l’unicité d’une telle matrice H en découle.

58. Soit u P BC X Sn´1. D’après la question 51 (d), la matrice de ψu est alors uuJ. Comme
H est de trace nulle, f pInq “ 0, ainsi Tr

`

HuuJ
˘

ą 0. Un simple calcul montre que
Tr

`

HuuJ
˘

“ uJHu “ xHu, uy, ce qui permet de conclure.

59. — Il est clair que pour tout δ ą 0, In ` δH P SnpRq. De plus, comme H P SnpRq,
il existe P orthogonale et D “ diagpd1, . . . , dnq telles que H “ PDPJ. On a donc
In `δH “ Pdiag p1 ` αd1, . . . , 1 ` αdnq PJ. On choisit α ą 0 tel que pour tout i P rr1, nss

et pour tout δ Ps0, αr, 0 ă 1 `δdi. Il s’ensuit que pour tout δ Ps0, αr, In `δH P S
``
n pRq.

— Par définition, pour tout δ Ps0, αr, µ pEδq “
1

det pIn ` δHq
.

60. (a) — Soit u P BC. Soit δ Ps0, αr.
— Si u P BC X Sn´1. On a

xpIn ` δHq u, uy “ }u}
2

` δ xHu, uy ą 1 (1)

car }u} “ 1 et car xHu, uy ą 0 (question 58). L’application x P Rn ÞÝÑ xHx, xy

est continue, l’inégalité (??) reste vraie sur un voisinage ouvertVu de u dans
Rn.

– 11 / ?? – Tournez la page S.V.P.



AGRÉGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHÉMATIQUES
CORRECTION DE LA SECONDE ÉPREUVE ÉCRITE

— Si u < Sn´1. On a
xpIn ` δHq u, uy “ }u}

2
` δ xHu, uy .

Mais u < Sn´1, on a donc }u}
2

ą 1 car B2
n Ă C. Comme lim

δÑ0
δ xHu, uy “ 0, il

existe ηu Ps0, αr tel que pour tout δ Ps0, ηur, }u}
2

`δ xHu, uy ą 1. Par continuité
de x P Rn ÞÝÑ xHx, xy, l’inégalité

xpIn ` δHq u, uy “ }u}
2

` δ xHu, uy ą 1 (2)

est donc vraie sur un voisinage ouvertVu de u dans Rn.
— Comme BC “

ď

uPBC

pVu X BCq et BC est compact, la propriété admise assure qu’il

existe un nombre fini de points u1, . . . ,um de BC tels que BC “

m
ď

i“1

pVui X BCq.

On suppose, par exemple que, u1, . . . ,ur appartiennent à Sn´1 et ur`1, . . . ,um
appartiennent à BCzSn´1.

On pose η “ min tηr`1, . . . , ηmu, avec la convention que η “ `8 si l’ensemble
tur`1, . . . ,umu est vide. Par construction, pour tout u P BC, pour tout δ Ps0, ηr, on
a xpIn ` δHq u, uy ą 1.

(b) Soit δ Ps0, ηr. Soit JC la jauge du corps convexe symétrique C et }¨}
Eδ

celle de Eδ. Soit

x P Eδz t0u. Soit x1 “
x

JCpxq
; on a JCpx1q “ 1, donc d’après la question 22 (c), x1 P BC.

La question 60 (a) assure alors que }x1}
Eδ

ą 1. Par homogénéité, on a }x}
Eδ

ą JCpxq.
Comme x P Eδ, on a }x}

Eδ
ď 1 (question 22 (b)), donc JCpxq ď 1, donc x P C (question

22 (b)).

61. Soit δ Ps0, ηr. La question 59 assure que µ pEδq “
1

det pIn ` δHq
. On note µ1, . . . , µn les

valeurs propres de H. L’inégalité arithmético-géométrique donne :

det 1{n pIn ` δHq “

n
ź

i“1

p1 ` δµiq
1{n

ď
1
n

n
ÿ

i“1

p1 ` δµiq “ 1

car
n

ÿ

i“1

µi “ TrpHq “ 0. On en déduit que µ pEδq ě 1. Mais Bn
2 est l’ellipsoïde de mesure

maximale (de mesure 1). Il s’ensuit donc que pour tout δ Ps0, ηr, µ pEδq “ 1. Cela signifie
donc qu’il y a égalité dans l’inégalité arithmético-géométrique, donc 1 ` δµ1 “ ¨ ¨ ¨ “

1 ` δµn pour tout δ Ps0, ηr, soit µ1 “ ¨ ¨ ¨ “ µn. Comme
n

ÿ

i“1

µi “ TrpHq “ 0, on en déduit

que µ1 “ ¨ ¨ ¨ “ µn “ 0, autrement dit H “ 0. Mais si H “ 0, l’inégalité : pour tout

M P convpTq, f pMq ą f
ˆ

1
n

In

˙

ne peut pas être vraie, ce qui donne une contradiction.

On en déduit donc que
1
n

In P convpTq, ce que l’on veut prouver.

62. — L’inclusion Bn
2 Ă C est claire.

— Soit x P C. D’après la question 53 (e), on a }x}
2

“

m
ÿ

i“1

ci xx, uiy
2. Or, d’après la question

52 (b), on a xx, uiy ď 1 pour tout i P rr1,mss. Comme C est symétrique (quitte à
considérer ´x), on a |xx, uiy| ď 1. On conclut en utilisant la question 53 (d).

63. On note A P S
``
n pRq telle que E “ EA. D’après la question 29 (b), on a E “ A´1{2pBn

2q.
Ainsi, cela revient à prouver que A´1{2pBn

2q Ă C Ă
?

nA´1{2pBn
2q, soit en composant par

la matrice A1{2, Bn
2 Ă A1{2pCq Ă

?
nBn

2 .
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On pose C1 “ A1{2pCq. On constate que C1 est un corps convexe symétrique deRn. Les
inclusions Bn

2 Ă A1{2pCq Ă
?

nBn
2 sont vraies si Bn

2 est l’ellipsoïde de mesure maximale
inclus dans C1, la question 62 permettant de conclure.

Supposons que Bn
2 ne soit pas l’ellipsoïde de mesure maximale inclus dans C1 : il

existe un ellipsoïde E1 tel que µpE1q ą µpBn
2q et E1 Ă C1. Il s’ensuit que A´1{2pE1q Ă

A´1{2pC1q “ C. Or, d’après la question 33, µpA´1{2pE1qq “ µppA1{2q´1pE1qq “
µpE1q

detpAq
et

µpEq “ µpA´1{2pBn
2qq “

µpBn
2q

detpAq
.

On en déduit donc que µpA´1{2pE1qq ą µpBn
2q, cela contredit le fait que Bn

2 soit l’ellip-
soïde de mesure maximale inclus dans C et conclut la question.

64. Il est clair que C est convexe et symétriqu puisque C est la boule unité pour la norme
}¨}8 de Rn ; de plus, d’après la question 16, C est un corps convexe de Rn.

65. On note pe1, . . . , enq la base canonique F de Rn. On a :

E
´

}pX1, . . . ,Xnq}
2
E

¯

“
ÿ

1ďi, jďn

EpXiX jq
@

ei, e j
D

E
.

Or, pour tout pi, jq P rr1, nss2, on a EpXiX jq “

#

1 si i “ j
0 sinon

, il s’ensuit que

E
´

}pX1, . . . ,Xnq}
2
E

¯

“

n
ÿ

i“1

}ei}
2
E
.

Or, E Ă r´1, 1sn, donc }x}
E

ě }x}8. Mais, pour tout i P rr1, nss, }ei}8 “ 1, ce qui permet
de conclure.

66. Soit E l’ellipsoïde de mesure maximale inclus dans C. Supposons qu’il existe une
constante αn P r1,

?
nr telle que E Ă C Ă αnE.

D’après la question précédente, il existe ω P Ω tel que }pX1pωq, . . . ,Xnpωqq}
E

ě
?

n,
de sorte que pX1pωq, . . . ,Xnpωqq < αnE car αnE est la boule unité fermée pour la norme
}¨}
E

. Comme pX1pωq, . . . ,Xnpωqq P C, on en déduit une contradiction.
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