AGREGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHEMATIQUES
CORRECTION DE LA SECONDE EPREUVE ECRITE

Remarque importante : la correction proposée ci-dessous n’est pas celle attendue par les
candidats; toutes les affirmations doivent étre justifiées proprement.

1. C’est vrai. On pose g : x — J (x —t)f(t)dt.Ona
0

Vx e R, g(x)zxf f(t)dt—J tf(t)dt
0 0
g est dérivable sur R et
VxeR, ¢'(x Jf ()dt — xf(x) + xf(x) jf

¢’ est dérivable sur R et
VxeR, g¢"(x)= f(x).

In(t
est continue sur IR’_’;. Comme ®) ~ In
1+ 2 142 o0+

2. C’est vrai. Il est clair que t —
In(t)
142 t—+m

1 n
(1‘3‘7> , des arguments usuels assurent 1'intégrabilité de t — T

IR”jr. Le changement de variable u = n assure la nullité de l'intégrale.

1
3. C’est vrai. On munit IN* de la tribu P(IN*). Comme a série Z converge et
n

= nn+1)
que sa somme vaut 1, on définit bien une variable aléatoire dont la loi est donnée dans
I’énoncé.

4. C’est faux. Si X =Y, la variable aléatoire XY est presque-stirement constante égale a 1.

5. C’estvrai.OnaZ=BetE=E.D0ncZ=i=§=E.

6. C’est faux. Dans RR, la réunion [0,1] U [2,3] est une réunion de deux convexes et n’est
pas convexe.

7. C’est vrai. Soit C un tel convexe. Comme C est dense dans R, C n’est pas borné. En
particulier, C contient une suite (u,),eN qui tend vers +o0 et une suite (v,)neN tend vers
—0. Quitte a considérer la suite a partir d’un certain rang, on peut supposer que pour
toutn € N, v, < u,. Par convexité, ona R = U [vp, uy] € C,d’ou C =R.

nelN
8. — @ est clairement symétrique.
— La bilinéarité est claire.
— La positivité de @ est claire car (A, A) Z u

1<i,j<n

— Le caractere défini est clair en utilisant le fait que ®(A, A) = Z .

Il s’ensuit que @ est un produit scalaire sur M, (IR).

9. (a) On prouve les deux implications.

(Ax,x) >0

=) Soit A € Sp(A), il existe x € R" nonnul tel que Ax = Ax.OnadoncA =
i 1 /P
x

donc Sp(A) < R;.
(<) On suppose que Sp(A) < R;. Comme A € S,(R), il existe P orthogonale et
D = diag(A, ..., A,) (ot tout A; € Sp(A)) telles que A = PDP'. Soit x € R". On a

(Ax,x) = (PDP"x,x) = (Dy,y),
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

ot 'on a posé y = P x. Il s’ensuit que
n
(Ax,xy = Z Aiyiz >0
i=1

(b) On a: pour tout A € Sy(R), A € S§*(R) < Sp(A)  R*. La preuve est presque
la méme que celle ci-dessus.

1l est clair que BT AB € S,,(R). Pour tout x € R"” avec x # 0, on a:
(BTABx,x) = (Bx)"A(Bx) > 0,

car A€ S T(R) et Bx # 0 car B est inversible.

On prouve le résultat pour S,/ (R), la preuve étant analogue pour S, " (R). Soient A et
B deux éléments de S, (R). Soit t € [0,1]. Il est clair que la matrice tA + (1 — t)B est
symétrique réelle et pour tout x € R”, on a:

{(tA+ (1 =t)B)x,x) = t {Ax,x) + (1 —t)(Bx,x) = 0,

ainsi tA + (1 — t)B € S} (R), donc S; (R) est convexe.

Soit (Ap)pen une suite d’éléments de S (IR) qui converge vers une matrice A € M,(R),
pour conclure que A € S,(R) on peut utiliser que la convergence dans M, (R) entraine
la convergence coordonnée par coordonnée et que les coordonnés (i, j) et (j, i) coincident
pour tout (A,). Soit x € R™. Pour tout p € N, on a (A,x,x) > 0. En faisant tendre p vers
+00 et en utilisant la continuité du produit scalaire, on en déduit que (Ax, x) > 0, ce qui
prouve que A € S;f (R), puis que S, (R) est fermé.

Soit A € S;f (R). D’apres la question 9 (a), il existe P orthogonale et D = diag(A1, ..., A,),
avec pour touti € [[1,n]], A; > 0, telles que A = PDPT.

1
Soit, pour p € N*, A, = P (D + 1_91”) PT. 1l est clair que A, est symétrique et d’apres

la question 9 (b), A, € S,/ (R).
De plus, il est clair que lirjrnOO Ap = A, donc S; *(R) est dense dans S;f (R).
p%

— Comme S € S; " (R), on écrit S = PDP' avec D = diag(A4,...,A,) diagonale ayant
des coefficients strictement positifs et P orthogonale. On pose A = diag(+/A1, ..., v/An)
et R = PAP'. Il est clair que R € S; 7 (R) et que R* = S.

— Soit U € S;F 7 (R) telle que U? = S. Comme U € S; " (R) il existe G = diag(u1, - .., tin)
diagonale ayant des coefficients strictement positifs et Q orthogonale telles que U =
QGQ". Donc PTQG? = D?PTQ; en posant M = P'Q, en raisonnant coordonnée par
coordonnée et en appliquant le fait que pour touti = 1,...,n, A; et u; sont strictement
positifs on peut conclure que U = R.

— Comme S¥2 € S;/"(R), S'/? est bien inversible.

— Si on écrit S = PDPT avec D = diag(A4,...,A,) diagonale et P orthogonale, par
unicité, on a S1/2 = PAPT avec A = diag (VA1 \ﬁ) On a alors (51/2) =
Pdiag(+/A17Y, ..., VA, )PT etcomme St € ST, (S71)V/2 = Pdiag(+/A; 7},
ce qui prouve 1 egahte

Il est clair que C est un compact car c’est une partie fermée (par continuité de la norme)
et bornée. La convexité provient de 'inégalité triangulaire et le « symétrique » vient de
I’'homogénéité de la norme.

— Soitxg € R™\ {0}. Comme 0 appartient a l'intérieur de C il existe r > 0 tel que B(0,7) <

C.Enparticulier, le vecteur

xo € C.Ils’ensuit quel’ensemble {/\ e R*, %xo eC }

’
, . 2l L
n’est pas vide. Comme il est minoré par 0, il admet une borne inférieure.
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1
— Pour x = 0, pour tout A > 0, TX€ C, donc J(0) est bien définie et /(0) = inf R = 0.

18. On prouve les deux implications.

(=) Soit xp € R™ {0}. Comme C est compact, il existe R > 0 tel que C < B(0,R). En

particulier, pour tout A tel que 0 < A < |%, soit H%H > R, on a % ¢ C. 1l s’ensuit
1 |xo] . ol
que {/\ e RY, 10 € C} c {T, +00| et en particulier, J(xp) > R

(<) Cette implication découle du fait que J(0) = 0.

19. (a) C’est clair par homogénéité de la borne inférieure et car C est symétrique.

(b) Soit x € R™. Soit i € R. Si u = 0, I’égalité est claire; il en est de méme du casott pp > 0
(c’est la question précédente). Si u < 0, on se ramene a la question précédente en
remarquant que, comme C est symétrique :

1 1
VA >0, <—(yx) € C> — <—(—yx) € C) .
A A
20. On prouve les deux inclusions.

(<) Soit x € C. Comme Jl—c e C, il s’ensuit que que J(x) < 1.

(D) Soitx € R” tel que J(x) < 1. Comme C est fermé € C.Comme0e C, le segment

J(x)
{t](ix)' te |0, 1]} est inclus dans C. En particulier, x € C.

21. (a) C’est clair d’apres les questions 19 et 20. Comme « € [0, 1], la convexité de C assure
queze C.
xX+y

T ) +2e" 07
J(x +y) < J(x) + J(y) + 2¢. Il suffit de faire tendre ¢ vers 0 pour conclure.

(b) Comme z € C, la question 20 assure que J(z) < 1. Comme z =

22. (a) Les questions 18, 19 et 21 assurent que | est une norme sur R".
(b) La question 20 assure que C est la boule unité de J.
(c) Par homogénéité, la sphere unité de | est 0C.

23. Supposons qu’il existe x € R" tel que N1(x) # Na(x), par exemple N1(x) < N> (x). Notons
qu'un tel élément x est non nul. Soit A € R tel que Nj(Ax) = 1. On a N2(Ax) > 1, donc
Ax ¢ {y € R", Na(y) = 1}, cela contredit le fait que les deux normes aient la méme boule
unité.

24. (a) — Soit ¢ : C —> Ry définie par ¢(x) = |a — x||p. ¢ est continue sur le compact C
donc, d’apres le théoreme de la borne atteinte de Weierstrass, il existe x, € C tel
que ¢(x;) = inf p(x) = inf |la — x||g.

xeC xeC
— Comme a ¢ C et C est fermé, on a ¢(x) > 0 pour tout x € C. Il s’ensuit que
P(xa) = lla = Xa[[g > 0.
(b) On note m = J1(2(f: |la — x| g. Supposons xo # x;. Notons que, par convexité de C,

MeC.Ona:
2
Xo + X1 1 1 1
m< o222 = 2@ —x0)+ @ —x1)l < 5o — ol + 5 la— il <m

En particulier, I'inégalité triangulaire est une égalité. Comme la norme |- | est eucli-
dienne, il existe A € Ry tel que a — xp = A(a — x1). Comme |a — xo| = [a — x1[g, on
en déduit A = 1, puis xg = x;.
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25. (a) — On peut prouver que f est une forme linéaire, donc H est une sous-espace affine
carH = f(a) + H avec H = {x € E, f(x) = 0}.

— Les dimensions possibles pour H sont n — 1 ou n suivant que f soit nulle ou pas.
(b) On a

f(a) = f(rc(@)) = <@ = nc(@), ) — <@ — mc(@), me (@) = Ja - mc(@)|z > 0,
il s’ensuit que f(ric(a)) < f(a).Sia ¢ C, nc(a) # a, donc f(nc(a)) < f(a).
(c) Soitx € C. Comme C est convexe, pour tout ¢ €]0,1], (1 — t)nc(a) + tx € C, donc
(1 = Bymc(@) + tx — allp > |mc(@) - al.
En développant le carré des normes et en simplifiant par t > 0, on a
tlx = mc(@)|g +2{nc(a) —a,x = nc(a))g > 0.

En faisant tendre ¢ vers 0", on en déduit que (ric(a) —a,x — nc(a))r = 0, soit f(x) <

f(nc(a)).

(d) — Pourtoutxe C,ona:
lo =¥~ la = blz = (@ = b) + (b = )z — la — bl
En développant, on obtient :
la =l — lla = bl =24~ b,b —x)+ b — x| >0
car cette derniere quantité est la somme de deux termes positifs.

— Par définition de 7t (a) il s’ensuit que b = ¢ (a)
26. (a) Ona:

Inc(@) — ne(@)|; — @ —a,nc(d) — nc(a)y = @ — nc(@), nc(a) — ne(@))

+{a—mnc(a),mc(d’) — nc(a)).
D’apres la question 25 (c), ces deux dernieres quantités sont négatives.
(b) Il suffit d"utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans I'inégalité de la question 26 (a).
27. (a) — Comme a,, ¢ C et que C est fermé, on en déduit que pour tout p € N, a, # 1ic(ap),

donc la suite proposée est bien définie.
— On peut en extraire une sous-suite convergente par compacité de S 1.

(b) — y est non nulle car il est limite d"une sous-suite de vecteurs de norme 1.
— On note encore (par abus) (a,),eN la sous-suite convergente. D'apreés la question
25(d),ona:

VpeN, vxeC, {a, —mc(ap),x — mc(ay))p <0,

puis

—nc(a
VpelN, VxeC, <|Ax—nc(ap)><0.
Ap

En utilisant la continuité de 7t¢, celle du produit scalaire, on en déduit :
VxeC, (y,x—mc(a)), <0.
Commea € C(cara € dC),ona ni¢c(a) = a.

1
28. 1l suffit de prendre A = 3 L, € S; " (R).
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29. (a) Soity e R".Ona:
yeB &4 <= Byeé,
< (ABy,By)<1
— <BTABy, y> <1
La question 10 assurant que B' AB € S;f " (R), donc B~1E4 = Egr 45 est un ellipsoide.
(b) Soitx e R".Ona:

xe&y = (Ax,x)<1
— <A1/2x,A1/2x> <1 (car AY?2e ST (R))
— AV2xe B,
< X€ A_l/z(Bg) (car x —> Al2x est bijective).

Il s’ensuit que E4 = Ail/Z(Bg’).
(c) — Comme B} est convexe et I'application x — A~12x est linéaire, E4 = A~/ 2(BY)
est convexe.
— Comme l'application x — A~1/2x est continue et BJ compact, &4 est compact.
— Comme l'application x — A~1/2x est un homéomorphisme, 'image d’un ouvert
est un ouvert. En particulier, A1/ 2(Bg) contient un voisinage ouvert de 0.
I1 s’ensuit que E4 est un corps convexe symétrique de R".

(d) La jauge J4 est alors 'application x € R" — 4/(Ax, x) (qui défini bien une norme
car A e ST (R)) car 4 en est sa boule unité.

(e) La norme J4 est euclidienne car découle du produit scalaire (x,y) € R" x R" —
(Ax,y) (rappelons que A € S;/"(R)). La matrice du produit scalaire dans la base
canonique est alors la matrice A.

30. L'implication indirecte est immédiate. L'implication directe 'est tout autant car on a

Ja = JB, puis A = B.

31. On traite les deux implications.

(=) Par définition de la jauge, ona:
vxeR",  Jp(x) < Ja(x),

ce qui permet de conclure.
(<) Immédiat avec la jauge.

32. D’apres la question 28, B(0,7) = & 11 donc u(B(0,7)) = r°. On rappelle que le volume
_ 3
de B(0,r) est 4%
33. Soit A € S}t (R) telle que & = E4. D’apres la question 29 (a), B1E = B8, = Epr 3. 1l
s’ensuit que

_ 1 u(&)
HBTE) = FETAB) ~ detBr

34. Onnote B = (e, ...,e,) et, rappelons-le, ¥ la base canonique de IR". Ces deux bases sont
orthonormées pour le produit scalaire usuel. Soit x € R"”, on note Xg (resp. X#) la matrice
des coordonnées de x dans la base B (resp. la base 7). On pose D = diag(ay, ..., a,) et P
la matrice de passage de la base 8 vers la base ¥ ; P est orthogonale car les deux bases
sont orthonormées. On a :
xe& «— (DXg Xg)<1
— <DPX7?, PXT> <1
«— (P'DPXs, X5y <1.
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35.

36.

37.

38.

39.

On pose A = P'DP € S;f*(R). Il s’ensuit que & = {x e R", (Ax,x) < 1}, donc & est un
1

1
ellipsoide de R" et u(&) = Jet(A) iFTEvET——
1 X - X ay

(a) Cela découle immédiatement du théoréme spectral.

(b) Soit V € Gi. D’apres la formule de Grassmann, V n Vect(f, ..., f,) n'est pas nul.

n
Soit x € V n Vect(f, ..., fn) un vecteur unitaire. On écrit x = in fi. On a donc
i=k
(Ax,x) = 2 )\ix? < Ag. 11 s’ensuit que mivn (Ax,x) < Ag (on note que le minimum
xXe

[l =1
est bien un minimum car la sphere unité de V est compacte). On en déduit que

sup min (Ax,x) < Ay.Enprenant V = Vect(fi, ..., fx), onremarque que min (Ax,x) =
VeGy qu 1 Hﬁzl
Ag. Il s’ensuit que

sup min (Ax,x) = max min (Ax,x) = Ag.
VeGe 13 VeCk 1

Soient A et B les matrices symétriques définies positives telles & = E4 et & = Ep. On
définit sur R” les applications fa et fp par:

VxeR", fa(x)=<{Ax,x) et fp(x)=(Bx,x).
On notera que f4 et f sont définies par f4 = J5 et fz = J3. Soit xp € R"\{0}. On a

68 puis — X0 c&.Onadonc

Y =1, donc ———
fA( fA<xo>> \/ ) Fa(x0)

_ fslxo)
fA x0) falxo) =7

On en déduit que fp(xg) < fa(xp). Cette inégalité reste vraie pour xp = 0.

On note A1 > --- > A, les valeurs propres de A et /\’1 > .-+ = A/, celles de B. Soit
k e [1,n]. On en déduit que

max min (Bx,x)y < max min (Ax, x),
VeGy "~ H 1 VeGy zez

soit /\;< < Ag. Il s’ensuit que det(B) < det(A) puis, par définition, u(&') = u(8E).

Comme C est un compact, C est borné, donc est inclus dans une boule fermée centrée en
0 et de rayon R > 0. Le résultat de la question 28 montre que la boule fermée de centre 0
et de rayon R > 0 est un ellipsoide. Il suffit de poser & = B(0, R).

— Comme 0 € C, il existe r > 0 tel que B(O, r) < C. D’apres la question 28, E(O, 1) est un
ellipsoide de C et est inclus, donc A est non vide.

— D’apres la question 37, il existe R > 0 tel que C c B(0, R). Ainsi, si & est un ellipsoide
inclus dans C, on a & < B(0, R), puis d’apres la question 36, () < u(B(0,R)), donc
A est majoré.

— A est non vide et majoré, il admet une borne supérieure.

Par la caractérisation de la borne supérieure, il existe une suite d’ellipsoides (&p)yen
de A (donc &, = C pour tout p € IN¥) telle que lirpoo 1(&Ey) = a. Par définition d'un
p*)

ellipsoide, il existe une suite (A,)pen+ d’éléments de S (R) avec A, définissant &, pour
tout p € IN*.
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40.

41.

42.

43.

44.

Notons que N(A) est bien définie car I’application x € "1 —— |{Ax, x)| est continue sur
le compact "~ 1.
— L'’homogénéité et la positivité sont clairs.
— Soient A et B dans S,,(R). Pour tout x € S"~!,on a:
[{(A + B)(x), x)| [(Ax, x) + (Bx, x)|
[(Ax, )| + [(Bx, x))|
N(A) + N(B).

NN

En passant a la borne supérieure, on en déduit que N(A + B) < N(A) + N(B).

— Soit A € S,(R) telle que N(A) = 0. On a donc pour tout x € S"~1, {Ax, x) = 0. Comme
A est symétrique, il s’ensuit que A = 0.

On a montré que N est une norme sur S, (R).

1
— Par définition de la mesure, on a lim = @, puis lim A X
p—+o0 Al(p) X e X /\n(p) P p— 40 1(P)
1
- X /\n (p) = a

— Si la suite (A1(p))yen+ nétait pas minorée par un réel strictement positif, il existerait
une fonction ¢ : N* — IN* strictement croissante telle que lirJlrn M(p(p)) = 0.
p—=+©

En introduisant, pour p € IN¥, (e1(p),...,ex(p)) une base orthonormée de vecteurs
propres associés aux valeurs propres A (p),..., Ax(p), ona:

n n
VpeN*, &, = {Z xiei(p) € R", ZAi(p)x% < 1} .
i=1 i=1

1
Il s’ensuit que pour p € N*, ———=e1((p(p))) € Ey () < C.
M(p(p) o
1
Or, lim |——————=e1((¢(p)))| = +, ce qui donne une contradiction car C est
Pt/ Aa(e(p))

borné. On en déduit donc que la suite (A1(p))pen+ est minorée par un réel strictement
positif.

— Onnote 1 > 0 tel que pour tout p € IN*, A;(p) = n. De I'égalité A1 (p) x --- x Au(p) =
det(Ap), on en déduit

n—1

n
det(A,)

Or, la suite (det(Ay))pen+ converge vers un réel strictement positif, donc est majorée :
il s’ensuit que la suite (A, (p))yen+ est majorée.

Vpe IN*, Au(p) <

n n
Soit p € IN*. Soit x = Z xiei(p) de norme 1. On a |[(Apx, x)| = Z ?Ai(p) <M, ott M est
i=1 i=1
majorant de la suite (A, (p))pen=. En utilisant la norme de la question 40, on en déduit

que
VpeIN¥, N(Ap) <M.

La suite (Ap)nen+ est donc une suite bornée de S (IR). On peut en extraire une sous-
suite, disons (Ag(p))pen+, qui converge vers A. Comme S, (R) est fermé (question 12),
Ae S} (R).

Comme pour tout p € N*, det(A,) = A1(p) x --- x Au(p) = A1(p)" = m" > 0 (m est un
minorant de la suite (A1(p))pen+), par continuité du déterminant, on en déduit que :

lim det(A,(,)) = det(A) = m" > 0.

p—+o0

En particulier, A € S;/ * (R).
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45. 1l reste a montrer que u(E4) = aetE4 < C.
e : _ 1 . _
— Par continuité de det, on a pEI:iI-loo det(Ay(p)) = det(A) = ~ ., puis wé) =a

— Onnote Jc lajauge de C. Soit x € R". Comme &, < C pour tout p € IN*, on a

Vpe N*, (Apx,x) = Jo(x)™

Comme hm Ay (p) = Aetpar continuité du produit scalaire, il s’ensuit que hm <A )X, x>

p*)
(Ax, x), soit <Ax, x) = Jc(x)?. On en déduit donc que & = C.

46. On remarque que f est deux fois dérivable sur R et

ex

VxeR, f"(x)= T o7 >

il s’ensuit que f est strictement convexe sur R.

47. — Comme A € S; " (R) et en notant Ay, ..., A, ses valeurs propres, on a

detl/n(ln +A) _ H(l + /\i)l/ﬂ _ H (1 + e#l 1/n _ = exp ( Ef [lz ) ’

i=1 i=1

oty pour tout i € [1,n]], A; = et. Comme f est convexe, 1'inégalité de Jensen et la
croissance de exp donnent alors

det!/" (I, + A) > exp (f (%Z#)) =1 +e><p< Zm) = 1+ det'"(4).
i=1

i=1
— On traite les deux implications.

(=) Silinégalité est une égalité, alors I'inégalité de Jensen est une égalité. Comme f
est strictement convexe, on en déduit que pour tout i € [1,n]], y; = p. Il s’ensuit
que A = et',,.

(<) Ilestclair que si A = Al, avec A > 0 alors 'inégalité est une égalité.

48. — Pour A,Be S;/"(R),ona:
det'/"(A + B) = det"/"(A) det"/"(I,, + A~Y2BA™1/?).

Notons que A~/2BA~1/2 € ST (R) d’apres la question 10. La question 47 donne
alors :
det'/"(A + B) > det!/"(A) (1 + det!/ (A’l/ZBA*m)) .

Il suffit de développer pour conclure.

— D’apres la question précédente, I'inégalité det!/"(I, + D) > 1 + det’/"(D) est une
égalité si, et seulement s’il existe A > 0 tel que D = Al,, ce qui est équivalent a
B = AA.

49. Soient A et B dans S/ * (R).
— D’aprés la question 48, en utilisant I'inégalité arithmético-géométrique et ’'homogé-
néité du déterminant :

det!/" (#) > %detl/”(A) + %detl/”(B) > \/detl/” (A) detV/n(B).

On conclut en élevant a la puissance 7.
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50.

51.

1 1
— Soient A et B qui réalisent 1’égalité. En particulier, les matrices EA et EB réalisent
I'égalité dans l'inégalité de la question 34. La question 34 assure qu’il existe A > 0 tel
que B = AA. L'inégalité arithmético-géométrique est une égalité si, et seulement si les
nombres sont égaux, donc det(A) = det(B). Il s’ensuit que A = B. Réciproquement,
si A = B, alors l'inégalité est une égalité.

Supposons qu'il existe deux ellipsoides &; et &; inclus dans C de mesure maximale.
On note A; et A les matrices de S} " (R) telles & = &4, et & = Ea,. On suppose
ATV2 a1

! 2 ¢ S/*(R) (car S, (R) est

convexe d’apres la question 11 de I’exercice préliminaire).

On pose &4 = A(B]). D’apres la question 29 (b), on a & = A;l/z(Bg) et & =
A, Y 2(B;), donc par convexité de C, on a A(B}) = C, donc &4 est un ellipsoide inclus
dans C. La question 33 donne 1(E4) = det(A?) = det(A)2. De plus,

évidemment que A; # Ay. On pose A =

—1/2 —-1/2

A4 a
_ 2_get | M2 2 ;%) =
(&) = det(A)? = det 5 > y/det(a, ) det(4, ) det(Ar)

= vol (81 ),

1/2

car les matrices A;l/ % et A, ' sont différentes. Cela contredit le fait que &; est de mesure

maximale.
(a) Onremarque que %ybu estun projecteur de rang 1 sur Vect(u), donc Ker(y,,) = {u}*
u
et Im(1,) = Vect(u). En particulier, dim(Ker(y,)) = n — 1.

(b) Les projecteurs sont diagonalisables et Sp(¢,) = {O, HuHZ}

1
(c) Comme thu est un projecteur de rang 1, sa trace vaut 1, donc celle de 1, est |ul*.
u

n
(d) Onnote (e, ...,e,) labase canonique ¥ de R". On écrit u = Z uie;. Ona:
i=1

VielLnl, vule)) = {uejpu=uju.

I s’ensuit que la matrice de ¢, dans la base ¥ est uu'.

52. (a) On prouve H est un hyperplan affine de R” en remarquant que pour tout vecteur

non nul y il esiste une famille indépendante de n — 1 vecteurs non nuls orthogonaux
ay.Deplus, Hn S 1+ 3et,commeS"™ 1 cCona:

vye S, (yx—-ov)<1,

donc H est tangent a S"~ 1.

(b) H est un hyperplan affine, donc sépare R” en deux demi-espaces dont 'un d’eux
contient S"~! et C. Il est facile de remarquer que H, = {x € R, {x,v) = 1} est éga-
lement tangent a S"~! en v. Par unicité, on en déduit que H = H,, puis l'inégalité :
pour tout x € C, {x,v) < 1.

53. (a) Soit A € S;f*(R) telle que & = E4. Soit (e, ...,e,) une base orthonormée de vec-

teurs propres de A associés aux valeurs propres Ay,...,A,. Soit x € R", on écrit :
n

X = ineielR”.Ona:
i=1

n n
xeb — Ax,x) <1 — Zijjzgl — Z/\j<x,ej>2<1.
j=1 i=1
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1
Comme les A; sont strictement positifs, il suffit de poser aj = ——.
A

n

. . _ 2

(b) En utilisant la question 34, ona u(&) = 1_{ aj.
]:

2

noox“
(c) Soit (x1,...,x,) € R" tel que Z —]2 = 1 (on notera que par définition (x1,...,x,) € &)
k=1 ]
X1 xn . ] I 2 y 2
et tel que les vecteurs (a_’ ... a_> et (101, ..., a,0,) soient colinéaires. L'inégalité
1 n

de Cauchy-Schwarz, qui est alors une égalité, donne

Comme (x1,...,x,) € & < C, d’apres la question 52 (b), on a:

n
{x,v) = Z xjvj <1

=

On en déduit que

n
2.2
<
Zajvj <1.
j=1

(d) Pour tout i € [1,m]], ¢, est un projecteur de rang 1, donc Tr(i),,) = 1. Par linéarité
de la trace, il s’ensuit que

m

n = Tr (idr+) ZCTr Vi) _Z .

i=1
() Ona:

m m
HXHZ ={x,x) = X,Z i (X, Ui ) = Z ¢i (x, ui>2-
i=1

i=1

n m
(f) D’apres la question 53 (c), pour tout i € [[1,m]|, on a 2 a]z (ug, ej>2 <1.0r, Z ci=n,
j=1 '

m n
on en déduit donc Z Ci Z a]z. <u1-, ej>2
i=1 j=1

n
(g) En permutant les deux sommes, on a Z a? (2 ci (ui ej) > n. Or, d’apres la
i=1

question 53 (e), Zc, <u1,e]> = He]H =1, ainsi Za n. L'inégalité arithmético-
i=1 j=1
géométrique donne

ce qui permet de conclure.
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(h) On en déduit que tout ellipsoide inclus dans C a une mesure inférieure ou égale a
1. Ceci est donc également vrai pour l'ellipsoide de mesure maximale. Or, B} < C
et u(B}) = 1. Par unicité, on en déduit que B} est l'ellipsoide de mesure maximale
inclus dans C.

54. — Puisque S"~! est bornA@© alors X aussi.

— Onnote J¢ lajauge du corps convexe symétrique C. Comme 0C = {x € R", Jc(x) = 1},
onendéduitque X = S"1n] El ({1}). Il s’ensuit que X est fermé comme 'intersection
de deux fermés.

— Supposons que X = @. En particulier, pour tout x € S"~!, Jc(x) < 1. Par compacité de
S"~1 et par continuité de J¢, il existe r € [0, 1] tel que pour tout x € S"1, Jo(x) <r < 1.

1 (.1
Ils’ensuit que pour toutx € S"~ 1, Jc <;x> < 1.Onendéduit donc que B <0, ;) c

=(.1
C. D’apres la question 36, u (B <O, ;)) > U (BE‘), ce qui contredit le fait que B} est
I'ellipsoide de mesure maximale.

55. D’apresla question 51 (d), lamatrice de i, dans labase F est symétrique, donc conv(T) <
S, (R).

56. On a vu a la question 51 (c) que, si M € T, Tr(M) = 1. Cela reste en particulier vrai pour
les combinaisons convexes d’éléments de T.

1
57. (a) On reprend les notations de la question 25. On pose a = EI” ¢ conv(T). Comme

conv(T) est un convexe compact de M, (IR), d’apres les questions 25 (b) et 25 (c), on
a:

VM e conv(T), f(M)<f <%In> .

Il suffit de remplacer f par —f pour conclure.

(b) Soitl'application¢ : M,(R) — M, (R)* .
H —  (Yr:Me M,(R) — Tr(HM))

— La linéarité de ¢ suit de la linearité de la trace.

— Soit H € Ker(¢) : pour tout M € M,,(R), ona ¢ (M) = Tr(HM) = 0. En particulier,
pour M = H', en utilisant la question 8 de I'exercice préliminaire, on a H = 0. ¢
est injective.

— Comme dim (M, (R)) = dim (M,(R)*), ¢ est un isomorphisme. L'existence et
"unicité d"une telle matrice H en découle.

58. Soit u € dC n S" 1. D’apres la question 51 (d), la matrice de 1), est alors uu'. Comme

H est de trace nulle, f(I,) = 0, ainsi Tr (HuuT) > 0. Un simple calcul montre que
Tr (Huu') = u"Hu = (Hu, u), ce qui permet de conclure.

59. — 1l est clair que pour tout 06 > 0, I, + 6H € S,(R). De plus, comme H € S,(R),
il existe P orthogonale et D = diag(dy,...,d,) telles que H = PDPT. On a donc
I, +6H = Pdiag (1 + ady, ..., 1 + ady) P".On choisita > 0 tel que pour touti € [[1,n]
et pour tout 6 €]0,a[, 0 < 1+ 6d;. Il s’ensuit que pour tout 6 €]0, a[, I, + 6H € S; " (R).

— Par définition, pour tout 6 €]0, af, u (&) = m.
n

60. (a) — Soitu € dC. Soit 6 €]0, a|.
— SiuedCnS 1 Ona

Ty + 6H) u,u) = |ul* + 6 (Hu,u) > 1 1)
car ||[u| = 1 et car (Hu, u) > 0 (question 58). L'application x € R" —— (Hx, x)

est continue, I'inégalité (??) reste vraie sur un voisinage ouvert V, de u dans
R".
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— Siu¢S" 1. Ona
(@ + 0H) u, u) = |u]* + 6 (Hu, u).

Mais u ¢ $"~!, on a donc |u|* > 1 car B2 ¢ C. Comme (lsin%6<Hu, uy =0,il

existe n, €]0, af tel que pour tout 6 €]0, 1., |u|* + 6 (Hu, u) > 1. Par continuité
de x € R" — (Hx, x), l'inégalité

(A + 6H) u,u) = |ul* + 6 (Hu,u) > 1 )

est donc vraie sur un voisinage ouvert V, de u dans R".

— Comme 0C = U (Vi n 0C) et 0C est compact, la propriété admise assure qu'il
uedC

m
existe un nombre fini de points uy, ..., u,, de C tels que 0C = U (Vy, n 0C).
i=1

On suppose, par exemple que, uj, ..., u, appartiennent a S letuq,... upy
appartiennent a dC\S" 1.

On pose n = min {141, ..., Nm}, avec la convention que 1 = +c0 si ’ensemble
{urs1,..., Uy} est vide. Par construction, pour tout u € 0C, pour tout 6 €]0, [, on
al{(I, + SH) u,uy > 1.

(b) Soit 6 €]0, [ Soit Jc 1a jauge du corps convexe symétrique C et ||-| g, celle de &s. Soit
x € Es\ {0}. Soit x’ = ad

Je(x)

La question 60 (a) assure alors que x'l|g, > 1. Par homogénéité, ona |x|g, > Jc(x).

Comme x € &;, on a |x[g, <1 (question 22 (b)), donc Jc(x) < 1, donc x € C (question
22 (b)).

;ona Jo(x') =1, donc d’apres la question 22 (c), x’ € oC.

1

det (I, + 6H)"
valeurs propres de H. L'inégalité arithmético-géométrique donne :

61. Soit 6 €]0,7[. La question 59 assure que u (Es) = On note y,..., Uy, les

n 1 n
et (I, + 6H) = [ [ (1 + o)/ < EZ 1+ 6u) =
i=1 i=1

n
car Z i = Tr(H) = 0. On en déduit que u (E;) > 1. Mais B} est I'ellipsoide de mesure
i=1
maximale (de mesure 1). Il s’ensuit donc que pour tout 6 €]0, [, 1 (Es) = 1. Cela signifie
donc qu’il y a égalité dans 1'inégalité arithmético-géométrique, donc 1 + dpq = --- =
n

1 + oy, pour tout 0 €]0, 1|, soit g = --- = p,. Comme Z pi = Tr(H) = 0, on en déduit
i=1
que yp = --- = Uy = 0, autrement dit H = 0. Mais si H = 0, 'inégalité : pour tout

M e conv(T), f(M) > f < > ne peut pas étre vraie, ce qui donne une contradiction.

1
On en déduit donc que EI" € conv(T), ce que l'on veut prouver.

62. — L’inclusion Bg < C est claire.

m
— Soit x € C. D’apres la question 53 (e), on a Ix[? = Z ¢; (x, ui). Or, d’apres la question
52 (b), on a {x,u;) < 1 pour tout i € [[1,m]. (ljolmme C est symétrique (quitte a
considérer —x), on a |{x, ;)| < 1. On conclut en utilisant la question 53 (d).
63. On note A € S,/ *(R) telle que & = E4. D'aprés la question 29 (b), ona & = A~V2(B).
Ainsi, cela revient & prouver que A~V2(B) = C = /nA~Y?(B}), soit en composant par
la matrice A/, B} < A2(C) V/nBj.
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64.

65.

66.

Onpose C' = A1/2(C). On constate que C’ est un corps convexe symétrique de R". Les
inclusions B} < AV2(C) \/nBj} sont vraies si B} est l’ellipsoide de mesure maximale
inclus dans C’, 1a question 62 permettant de conclure.

Supposons que B)) ne soit pas 'ellipsoide de mesure maximale inclus dans C’ : il
existe un ellipsoide &' tel que (&) > u(BY) et & <= C'. 1l s’ensuit que A~V2(&') <

8/
A~12(C'") = C. Or, d’apres la question 33, u(A~V2(&")) = u((AY?)~1(&)) = di(t(A)) et
H(B3)

H(E) = w(A~2BY) = Tty

On en déduit donc que u(A~Y2(&')) > ((B%), cela contredit le fait que B} soit I'ellip-
soide de mesure maximale inclus dans C et conclut la question.

Il est clair que C est convexe et symétriqu puisque C est la boule unité pour la norme

[l de R"; de plus, d’apres la question 16, C est un corps convexe de R".

On note (ey, ..., e,) la base canonique ¥ de R”. On a :

E(10 XlE) = ) E(XX)) (enepg-

1<i,j<n
.. 2 1 sii=j | )
Or, pour tout (i, j) € [[1,n], on a E(X;X;) = ] , il s’ensuit que
0 sinon

E (10w X)) = X leil2-

i=1

Or, & c [-1,1]", donc |x|g = |x|.,- Mais, pour tout i € [1,n], |ei|,, = 1, ce qui permet
de conclure.
Soit & l'ellipsoide de mesure maximale inclus dans C. Supposons qu’il existe une
constante a, € [1, /n[ telle que & = C < a,,E.

D’apres la question précédente, il existe w € Q tel que [|(X1(w), ..., Xn(0))|g = V1,
de sorte que (X1 (w), ..., Xu(w)) ¢ a,E car a,,& est la boule unité fermée pour la norme
|lls- Comme (Xj(w), ..., X,(w)) € C, on en déduit une contradiction.
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