AGREGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHEMATIQUES
PREMIERE EPREUVE ECRITE

Premiere partie
Exercice 1

1. (@) C’est faux dés lors que la dimension de E est supérieure ou égale a 2. Voici un

contre-exemple : soit
c: — (2
f: x\ o (0 T\ (x
y 0 0/\y)"

Le polyndme caractéristique de f est X? et sa seule valeur propre est 0. Le noyau de
f étant de dimension 1, f n’est pas diagonalisable.

(b) Cest faux. Considérons de nouveau l'endomorphisme f précédent. Comme C? est
de dimension 2, les sous-espaces stables par f sont :
— {(0,0)}.
— C2
— Les sous-espaces stables par f de dimension 1, c’est-a-dire les droites vectorielles
engendrées par un vecteur propre non nul. Il en existe donc un seul, noté E,
1
o)
Le sous-espace E ne posséde donc aucun supplémentaire stable par f.

engendré par

(c) C’est vrai. Soit (ey, ..., e,) une base de vecteurs propres de f. Pour tout , soit A; € C
la valeur propre associée a ¢;. Pour touti e i€ [1,n],

fe) = fofle) = f(Aie:)) = Aif(ei) = Afei.

Donc e; est un vecteur propre de f2, de valeur propre A?. Ainsi, f? est diagonalisable.

(d) C’est faux. Reprenons une nouvelle fois 'endomorphisme f de la question 1 (a).
Alors f? est 'endomorphisme nul de R?, donc est diagonalisable. Mais f n’est pas
diagonalisable.

(e) C’est vrai. Choisissons une base 8 de E. La matrice de f dans la base 8B est notée
A = (aj)1<i,j<n €t la matrice de ¢ dans cette base est notée B = (b; j)1«i,j<n- La matrice
de f o ¢ dans la base B est AB = (c; j)1<i j<n, dOnc

n
Tr(f =Tr AB Z Ciji = Z Z ai,]'b]',i.
i=1j=1
De méme, la matrice de g o f dans la base B est BA = (d; ;)1<i,j<n, donc
n n n n n
Tr(g o TI' BA Z Z Z bi,]-a]-,i = Z Z a]-,ibz-,]- = Tr(f [} g)
i=1 i=1j=1 i=1j=1
Exercice 2
2. (a) = (b). Soit Ay, ..., Ak € C les valeurs propres (distinctes) de f. On pose
P=(X—-A1)...(X= ).

Les racines de ce polyndme sont simples. Si x € Ker(f — A;Idg), alors f(x) = A;x et par
suite,

P(f)(x) = (f — /\11dE) o (f — /\i—lldE) o (f — Ai_,_lIdE) o] (f — /\kIdE) O (f — /\,-IdE)(x) = OE.
=0r
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Donc P(f) s’annule sur Ker(f — A;Idg). Comme f est diagonalisable,
k
E = 6—) Ker(f — )\iIdE),
=1

1

donc P(f) s’annule sur E. Autrement dit, P annule f.

(b) = (c). Soit P un tel polyndéme. Alors le polyndme minimal P divise P. Comme P
est a racines simples, Py également.

(c) = (a). Soit P le polyndme minimal de f. On pose

P(f) = (X=A1)... (X = Ak),

ol les A; sont des nombres complexes deux-a-deux distincts. Les polyndmes X — A; étant
deux-a-deux premiers entre eux, par le lemme des noyaux,

Ker(Ps(f)) = E = éKer(f — AddE).

i=1
Donc f est diagonalisable.
3. Soit Py le polyndme minimal de f. D’apres la question (2), (a) = (c), Py est a racines
simples. De plus, P¢(f) est un endomorphisme nul, donc sa restriction a F également :

Ps(f)ir = Pr(fiF) = Ondc)-
D’apres la question 2, (b) = (a), fir est diagonalisable.
4. (a) Soit A la valeur propre associée F. Soit x € F et soiti € [1,k — 1]. Alors

Slfix)) = fico fi(x) = fio filx) = fi(Ax) = Afi(x),
donc f;(x) est un vecteur propre de f; de valeur propre A. Donc fi(x) € F : F est stable
par fi.
(b) Comme f; est diagonalisable et que F est stable par f; (question 4. (a)), d’apres la
question 3, la restriction de f; a F est diagonalisable.

(c) On procede par récurrence sur k. Si k = 1, il n'y a rien a démontrer car f; est
diagonalisable. Supposons le résultat vrai a unrang k—1, aveck > 2. Soient Fy, ..., F;
les espaces propres de fi. On fixe j € [1,n]. D’apres la question 4. (a), F; est stable
par fi,..., fi—1. On note fl.’ la restriction de f; a F;. Comme fi,..., fy commutent,
fir--+, fi_, commutent également et sont diagonalisables d’apres la question 4. (b).
Par I'hypothese de récurrence, F; posséde une base B; de vecteurs propres communs
a fi,...,f_,- Les vecteur de B; sont donc des vecteurs propres de fi,..., fy 1 mais
aussi de fi, puisque F; est un espace propre de f;. Comme f; est diagonalisable,

E=F®...®F,

et la réunion des bases By, ..., 8B, forme donc une base de E. On obtient ainsi une
base de vecteurs propres communs a f, ..., fi.
Par le principe de récurrence, le résultat est donc vrai pour tout k > 1.

Exercice 3
5. Soit N € Z.
(gd)N =eg (:>ng =eg
< n|dN
n
- |N.
— 7 |

Par définition de ’ordre de g, ¢4 est d’ordre g
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6. Soit N € Z. On pose n’ = T etd = i

e — ! / .
PGCD(d, n) ~ PGCD an Alors d’ et n’ sont premiers

entre eux.

(gd)N = eg <:>ng = eg
< n|dN

<= n'|d'N  apres simplification par le PGCD de n et d

—n'|N par le lemme de Gauss, d’ et n’ étant premiers entre eux.
n
Par définition de 'ordre de ¢4, ¢/ est d’ordre n’ = PGCD@E )"

7. (a) {g) n (h) est un sous-groupe de {g), donc son ordre divise l'ordre de g, c’est-a-dire k.
De méme, il divisel et donc divise le PGCD de ket ], qui vaut 1. Par suite, [(g)n{h)| = 1
et (&) n () = {eg}.

(b) Soit N I'ordre de g - h. Alors (g -h)N = ¢N - N (le groupe étant abélien), ce qui donne
¢ = h N e (g nh) = {eg}, d’apres la question 7.(a). Par suite, gV = h™N = ¢g,
donc k divise N et I divise N, ce qui implique que PPCM(k, I) divise N. Comme k et

sont premiers entre eux, PPCM(k, I) = ki, donc kI divise N.

K,

De plus (g-h)¥ = ¢ = ¢ec - g = e, donc N divise kl. On en conclut que N = kl.

8. On procede par récurrence sur n. Si n = 1, il n’y a rien a démontrer. Supposons le
résultat vrai au rang n — 1, avec n > 2. Par '’hypothese de récurrence, g1 - ... - g4_1 est
d’ordre ki ...k,—1. Comme les k; sont deux-a-deux premiers entre eux, ki .. kn_l et k,
sont premiers entre eux. D’apres la question 7. (b), g1 ... gn = (g1 --. - gn—1) - gn €St
d’ordre k; ... k.

Par le principe de récurrence, le résultat est vrai a tout rang n > 1.

9. (a) La puissance de p; dans exp(G) est le maximum des puissances de p; dans les décom-
positions en nombres premiers des ordres des éléments de G. Par suite, G posséde un
élément h; dont la décomposition en nombres premiers de 1'ordre N fait apparaitre

p : autrement dit, " divise N. D’aprés la question 5, g; = h," est d’ordre p{".
(b) D’apres la question 8, les p{" étant deux-a-deux premiers entre eux, g = g1 - ... - gn st
d’ordre p{" ...p," = exp(G)

Deuxieme partie : définition et exemples

10. (@) i. Comme 6 est un homomorphisme de groupes, 6(ec) = egr(r) = IdE.
ii. Comme 6 est un homomorphisme de groupes, 0(g~!) = 0(g)~".

(b) Soientk,l e Z.
O1(k +1) = [ = fFo f' = 61(k) 0 61(1)

Donc 01 est un homomorphisme de groupes.

(c) Montrons que 0 est bien défini. Soit k,I € Z tels que k = 1. Alors n divise k — [ :
posons k — I = pn, avec p € Z. Alors

== flo(fy = flotdh = £
Par suite, O est bien défini. Soient k et I dans Z/nZ.
O2(k +1) = Oa(k +1) = f* = ffo f' = 05(k) 0 O2(1).

Donc 0; est bien un homomorphisme de groupes.
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(d)

(e)

11. (a)

(b)

(©

(d)

Tout d’abord, observons que f; est bien un automorphisme de C?, sa matrice dans

. 1 A . . . .
la base canonique étant ( ), clairement inversible. Soient A, u € C. Pour tout

() C,
y

ot ()55 ()= () )

donc fy o f; = fiyu- Parsuite, O3(A + p) = 03(A) o O3(u) : O3 est un homomorphisme
de groupes.

X1
Tout d’abord, pour tout o € S3, ¢, € GL(C?). Soient 0,7 € S3. Pour tout (xz) e C?,
X3

X1 Xr=1(1) Xr=1log—1(1) X(oor)=1(1) X1
o008t | X2 ) =80 | ¥r-12) | = | X1-106-1(2) | = | X(0or)-1(2) | = oot | X2 |,
X3 Xr-1(3) Xr—1og—1(3) X(gor)~1(3) X3

donc g, © v = Goor- Par suite, 04 est un homomorphisme de groupes.

On note 6(g)r : F — F 'endomorphisme de F induit par 0(g), pour tout g € G.
Comme 6(g) est un homomorphisme de groupes,

0(8)jr 0 0(g™"r = 0(gg™ ") = 1der = Idr.
De méme, 6( g_1)| ro 0(g);r = Idp. Donc 6(g) r est un automorphisme de F, d'inverse

(g 1)F-

On vient de montrer que 0| prend bien ses valeurs dans GL(F). Soient g,/ € G.

Or(8) © O(h) = 6(8)jr © O(h)r = (6(8) 0 O(h))r = O(gh)r = Op(gh)-
Donc 0|f est bien un homomorphisme de groupes.

L’endomorphisme f; a pour matrice dans la base canonique de C? la matrice ((1) 1) .

Le polyndme caractéristique de cette matrice est (X — 1)2, sa seule valeur propre est
1 et son seul espace propre est la droite D = Vect((1,0)).

Soit F un sous-espace invariant de 03. Sa dimension est 0, 1 ou 2. Si c’est 0, alors
F = {(0,0)}.Sic’est 2, alors F = C2. Si c’est 1, alors F est une droite stable par f;, donc
une droite de F engendrée par un vecteur propre de f; :ils’agit de D. Réciproquement,
ces trois sous-espaces sont stables par tous les f;, lorsque A parcourt C. Donc les sous-
espaces invariants de 63 sont {(0,0)}, CZetD.

i. Soit (x1,x2,x3) € F et soit 0 € S3. Alors

car X,-1(1) + Xg-1(2) + X5-1(3) = X1 + X2 + x3 = 0. Par suite, F est un sous-espace
invariant de 6y.
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0 1
cette base B est donnée dans le tableau suivant :

-1 -1
ii. Une base de F est donnée par 8 = (( 1 ), ( 0 )) La matrice de 64(c) dans

| o [[ Mg(64(0)) |

| (o)
(12) <_01 _11>
® | (1 o

(123) (‘11 _01>
(213) (_01 _11>
| (05

iii. Le sous-espace F’ de C3 engendré par le vecteur (1,1,1) est clairement invariant
par 6;. De plus, comme 1+ 1+ 1 # 0, (1,1,1) n"appartient pas a F. Comme F’ est
de dimension 1, F n F' = {(0,0,0)}. Comme dim(F) + dim(F') = 3 = dim(C?),
C=FQF.

12. (a) Soit x € Ker(f). Pour tout g € G,

fO(9)(x)) = fo0()(x) = 0'(8) o f(x) = 6'(8)(0p) = Op,

donc 0(g)(x) € Ker(f) : Ker(f) est un sous-espace invariant de 6.

(b) Soit y € Im(f). Alors il existe x € E tel que y = f(x). Pour tout g € G,

6'(8)(y) = 0'(9)(f(x) = 0'(g) o f(x) = f o B(g)(x) = f(O(g)(x)) € Im(f),

donc Im( f) est un sous-espace invariant de 6.

(c) Soit A une valeur propre de f et soit F le sous-espace propre associé. Soit x € F. Pour
tout g€ G,

f(8(8)(x)) = fo0(g)(x) = 6(8) o f(x) = B(g)(Ax) = A6(g) (%),

donc 0(g)(x) € F : F est un sous-espace invariant de 6.

13. (a) i. Supposons f non nul. Alors Ker(f) est un sous-espace invariant de 0 non égal
a E. Comme 0 est irréductible, ceci implique que Ker(f) = {Og}, donc f est
injective. De plus, Im(f) est un sous-espace invariant de 6, non nul. Comme 6’
estirréductible, ceci implique que Im(f) = F, donc f est surjective. En conclusion,
si f est non nul, alors f est un isomorphisme.

ii. Comme C est algébriquement clos, f posséde au moins une valeur propre A.
L’espace propre associé F est alors un sous-espace invariant non nul de 6. Comme
0 est irréductible, F = E et donc f = AldE.

-5/ - Tournez la page S.V.P.



AGREGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHEMATIQUES
PREMIERE EPREUVE ECRITE

(b) 1i. Soitg' € G.

26' oho0(gh)o0(g))

geG
26’ oho0(g71g"
geG
G 2 9, /// Ohoe(g”_l)
"6l &

- |1€| ST 0/(g') 0 0(8") oo (8" )
g//eG

=0'(g) o (% . 08" oh09(8"1))

gl/eG
=0'(g) o f.

Alatroisieme ligne, on a effectué le changement d’indices §” = ¢’~!g, ce qui donne
g=g¢"etg ¢ =¢" ! Donc f est un homomorphisme de représentations de 6

vers 0.

ii. Si 6 et 0’ ne sont pas isomorphes, alors f ne peut pas étre un isomorphisme.
D’apres la question 13 (a) i., f = 0.

iii. D’apres la question 13. (a) ii, comme O est irréductible, il existe A € C tel que
f = Aldg. Sa trace est donc dim(E)A. De plus,

ZTr g)ohoB(g™h)

|G| geG

= — > Tr(0(g) oho0(g)™")

= — Z Tr(h) car het 0(g) o h o 6(g)~! sont semblables

Troisiéme partie : théoréme de Maschke

Le but de cette partie est de démontrer le théoreme suivant :

14. Soient 6 : G —> GL(E) une représentation d'un groupe fini G et F un sous-espace
invariant de 0.

(a) Il s’agit du théoréme de la base incompléte.
(b) SixeF,

Z )opo0(g)(x).

geG

Comme F est un sous-espace invariant de F, pour tout ¢ € G, 0(g~!)(x) € F, donc
po Q(gfl)(x) = 0(g1)(x). On obtient alors

Z |G|Z (88" |G|Z (ec)( |G|2x—x.

geG geG geG geG
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(c) La question précédente implique que F < Im(q). De plus, pour tout x € E, pour tout
g€ G,po0(g~1)(x) est un élément de F. Comme F est un sous-espace invariant de 0,
0(g) op o 0(g71)(x) € F. En sommant, on obtient donc que g(x) € F pour tout x € E,
donc Im(g) < F. On a montré que Im(g) = F.

Soit x € E. Alors q(x) € F. D’apreés la question 14. (b), 4%(x) = g(q(x)) = g(x). Donc
g% = q: q est une projection sur Im(q) = F.

(d) Soith e G.

go6(h |G|gez(:3 g)opoB(g ) oo(h)
2 g)opoB(g )
geG
|G|gZ€:G (hg") opoO(g™)
=G ggc g)epod(s™
= 0(0) o (% ¥, 0g)ope 6<g’1>)
g'eG
=0(h)ogq.

A la troisieme ligne, on a effectué le changement d’indices ¢’ = h™'g, ce qui donne
¢ =hg¢' et g 'h = ¢'~1. Donc g est un homomorphisme de représentations de 0 vers
elle-méme.

(e) Par suite, Ker(g) est un sous-espace invariant de 6. Comme g est une projection sur
F, E = F®Ker(g).
15. SiE est de dimension 1, les seuls sous-espaces de E sont E et {Og}, donc a fortiori les seuls
sous-espaces invariants de 6 sont E et {Og}.

16. On procede par récurrence sur dim(E). Si dim(E) = 1, alors E est irréductible : on
prend k = 1 et F; = E. On suppose dim(E) > 2 et le résultat acquis pour toutes les
représentations 6’ : G — GL(E') de G telles que dim(E’) < dim(E). Si 0 est irréductible,
on prend k = 1 et F; = E. Sinon, il existe un sous-espace non trivial F invariant par 0.
D’apres la question 14. (f), il existe un autre sous-espace invariant non trivial F’ tel que
E = F@®F.Comme F est non trivial, dim(F) < dim(E) et dim(F’) < dim(E). On applique
I’hypothese de récurrence a 6 r et O|p. Il existe k,I > 1, des sous-espaces Fy, ..., F de
FetF),. ..,F; de F/, tous invariants par 0, tels que pour tout i € [k], (Of)|r, = O}, est
irréductible et pour tout j € [I], (0}p), P = 0, P est irréductible, avec de plus

F=F1®...®F, F=F@.. ®F,.

Alors
E=F®F =F®.. ®F,®F,®...®F,

Le résultat est donc vrai pour 6. On conclut avec le principe de récurrence.

Quatriéme partie : le cas des groupes abéliens finis

17. (a) Par le théoreme de Lagrange, pour tout ¢ € G, ¢V = eg, donc 0(g)N = 0(¢") =
0(ec) = Idg. Par suite, XN — 1 est un polyndme annulateur de 6(g). Ce polynome
étant a racines simples, 6(g) est diagonalisable (question 2).
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(b) Soient g1, ..., gn les éléments de G. Pour tout i, j € [1,N], gig; = g;gi dans G, donc

0(gi) 0 0(g)) = 0(8igj) = 0(g;gi) = 6(g)) o 6(g1)

De plus, d’apres la question 17 (a), les endomorphismes 6(g;) sont tous diagonali-
sables. D’apres la question 4, avec f; = 0(g;), il existe une base commune de vecteurs
propres au 6(g;) et donc en particulier un vecteur propre commun a tous les 0(g;).

(c) On note x ce vecteur propre commun et F le sous-espace de E engendré par x. Alors
F est stable par tous les 0(g;), donc est une sous-représentation de 6 de dimension 1.
Comme E est irréductible, E = F et E est de dimension 1.

18. Lorsque E est de dimension 1, on a I'isomorphisme de groupes suivant :

C* — GL(E)
{0[!—>{E—)E

X > ax.

19. Tout d’abord, montrons que cette application est bien définie. Soient «, 8 € G. Pour tous
g hegG,

a-B(gh) = a(gh)p(gh

=a-B(ga-p(h)

donc a - B est bien un homomorphisme de groupes de G dans C*. De plus, comme -
est le produit habituel des applications a valeurs dans C, il est associatif et commutatif.

Le caractére constant 1 est évidemment un élément de G, et c’est un élément neutre
. . ~ 1 .
pour -. Soit enfin & € G. Comme ¢ : z — - est un endomorphisme du groupe C*, par
z

composition to a € G et pour tout ¢ € G,

a-(oa)(g) = alg)s = 1

~ ~

donc ¢ o a est 'inverse de a dans (G, -). Par suite, (G, -) est un groupe abélien.

20. (a) Tout d’abord, a; est bien définie : soit k,/ € Z, tels que k = L. Alors n divise k — I :
posons k = [ +np, avecp € Z.
2inl 2irntk

en = eT+2pin

2imk

2ink :
%eme =en,

=e
donc aq est bien définie. Soient kle Z/nZ.

- = 2in(k+1) 2ink  2iml - -

Oél(k + l) =e = =enrnen = al(k)ocl(l),

donc a7 € G.
(b) Soita € G. Alors

a(nl) = a(0) =1 = a(1)",

donc a(1) est une racine n-ieme de 1'unité : il existe p € Z tel que

— 2imp

a(l)y=e™ .
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Pour tout k € Z/nZ, on a alors

Par suite, a = a’lj. Le groupe G est donc engendré par a;. De plus, af = letsial’ =1,
avec m € Z, alors
(1) = e =1,
donc n divise m : a1 est d’ordre n dans G.
21. Pour alléger, on pose

X = 6,1), = (Tra)
0=(0,0), z=x+y=(1,1).
Soit & € G, comme 2x = 2y = 0, nécessairement a(x)?> = a(y)? = 1, donc a(x),a(y) €
{1, —1}. De plus, a(z) = a(x)a(y). Ceci donne quatre possibilités pour « :
(G — C* (G — C*
0 — 1 0 — -1
ag:4 x — 1 a1:8 x — 1
y — 1 y — 1
Lz — 1 2z — -1
G — C¥ G — C¥
0 — 1 0 — 1
ar:4 x — 1 a3 x — =1
Yy -1 y — -1
Lz — —1 Lz — 1

On vérifie facilement que ces quatre applications sont bien des éléments de G. Donc G
est un groupe a 4 éléments, constitué de ayp, a1, a; et as.

Cinquieme partie : prolongement des caracteres et théoreme de
Kronecker
22. (a) De maniere évidente, {hx” | h € H, p € Z} < K, car K est un sous-groupe de G

contenant les éléments de H et x. osons K’ = {hx* | h € H, p € Z}. Soit hx?, W'x1 € K/,
avec h, ' € H, p,q € Z. Comme G est abélien,

(haPY (W)~ = (W~ )P~ T e K.
eH

Donc K’ est un sous-groupe de G. Comme il contient H (pour p = 0) et x (pour i = eg
etp = 1), il contient K. Donc K = K'.

Les éléments de K/H sont les classes des éléments hx”, aveche Hetp e Z :
ha? = et =%

Donc K/H est un groupe cyclique, engendré par x. Comme x n’appartient pas a H,
K/H est non nul.
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(b) Existence d'une telle écriture. Soit g € K. Alors comme K/H est un groupe cyclique

engendré par X, d’ordre r, il existe p € [0, 7 — 1] tel que § = X’. Alors gx—" = &g, donc
gx~" € H:posons gx~" = h € H. On obtient g = hx?.
Unicité d’une telle écriture. Supposons hx? = W'x1, avec h,i' € H, p,q € [0,r — 1]. Dans
G/H, on obtient

ha? =% = hxl =%,
Comme X est d’ordre r, p = g. Par suite, h = hxPx 7 = I'xIx~7 = I’

(c) Comme X est d’ordre r dans G/H, x” = eg, donc x” € H.

(d) Par l'unicité de I’écriture (question 22 (b)), & est bien défini. Vérifions qu’il s’agit
d’un caractere de K. Soient g, ¢’ € K. Par la question 22 (b), on peut écrire g = hx” et
¢ =Hhx,avech,h’ € Het0 < p,q < r— 1. On considere la division euclidienne de
p+qparr:p+qg=ar+b,aveca,be Zet0<b<r—1. Alors

a(gg') = a(hx’n'x7)
= a(hh'xP+1)
a(hh' (x")" 1)

cara € H

donc & prolonge a.

(e) On raisonne par récurrence sur |G : H|. Si |G : H| =1, alors G = Hetiln'y arien a
démontrer. Supposons que pour tout sous-groupe K de G tel que [G : K] < [G : H]

et pour tout caractere @ € G/K, il existe @’ € G tel que ozf « = & avec [G: H| > 1.

Choisissons x € G\H et posons K comme dans la question 22 (a). D’apres la question
22 (d), il existe @ € K tel que &y = a. De plus H € K puisque x € K\H, donc

/

K= &. Alors

[G : K] < [G : H]. Par I'hypothése de récurrence, il existe o’ € G tel que a
(X|H = d|H = Q.
Par le principe de récurrence, le résultat est valable quelque soit [G : H].

23. (a) Dans ce cas, G estisomorphe a Z/nZ, ot1 n est1’ordre de G. Par suite, Gest isomorphe

a Z/nZ, groupe cyclique d’ordre n d’apres la question 20 (b).
(b) La restriction d"'un homomorphisme étant encore un homomorphisme, 0 prend bien
ses valeurs dans H. Soient «, f € G. Pour tous h € H,

O(a-p)(h) = (a-p)(h) = a(h)p(h) = ajp(M)ayu(h) = 6(a) - O(B) (),
donc O(a - B) = O(a) - O(B) : O est un homomorphisme de groupes.

/

H = «, donc

Enfin, soit o € H. D’apres la question 22, il existe a’ € G tel que «
0(a’) = a: O est surjectif.

_10/_
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(©)

(d)

(e)

24. (a)

(b)

Soient g, ¢’ € G tels que dans G/H, g = ¢'. Alors g¢'~! € H. Comme a € Ker(6), )y
est le caractere constant (égal a 1) sur H, donc

a(gd ) =a(@alg) =1,

et finalement a(g) = a(g’) : « est bien défini.
Soient g, ¢’ € G/H.

donca € CT/?{

On a ainsi défini une application W de Ker(0) dans 5/?1, envoyant a sur @. Montrons
que W est un homomorphisme : soient a, § € Ker(0). Pour tout g € G/H,

W(a-p)(g) = a-B(g) = al(g)p(g) = V(a)(Q)W(P)(Q) = W(a) - W(B)(8),

donc W(a - B) = W(a) - V(B).

Montrons que W est surjectif. Soit a € E/TJ Comme la surjection canonique 7 :
G — G/H est un homomorphisme de groupes, par composition f = a o  est un
homomorphisme de groupes de G dans C*, donc appartient a G et par construction,
Y(p) = a.

Montrons que W est injectif. Soit a € Ker(¢). Alors pour tout g € G,
a(g) = W(a)(8) = 1g5(8) = 1,

donc a = 15. Ainsi, W est injectif.

On procede par récurrence sur |G|. Si |G| = 1 ou 2, alors G est cyclique et d’apres la
question 23 (a), |G| = |G|. Supposons le résultat vrai pour tous les groupes abéliens
H tels que |H| < |G]|. Si G est cyclique, d"apres la question 23 (a), |G| = |G|. Sinon, on
choisit H comme dans la question 23 (b). Alors H est un sous-groupe non trivial de

G et 'hypothese de récurrence s’applique a H et a G/H. D’apres le premier théoreme
d’isomorphisme appliqué a 0,

|G| = |H]||Ker(6)].

Par I'hypothese de récurrence appliquée a H, |H| = |H|. De plus, d’apres la question
23. (d) et 'hypothese de récurrence appliquée a G/H,

Ker(6)] = G7A = |G/H| = r7
et pour finir
& = 1S g
B

Comme pour la question 20 (a), on montre que ’application suivante est un caractéere

deH:
{ H — C*
a k 2iknt

X — e N .

Comme e™ est un élément de C* d’ordre N, o est injectif.

La question 22 permet de montrer 'existence d’un tel .

_11/_
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(c) Comme B est un prolongement de «, f(G) contient

2ikmt

a(H) = (N |keZ) = {zeC | 2N = 1}.

Soit ¢ € G. Par définition de I'exposant de G, I'ordre de g divise N, donc ¢V = eg. Par
suite,

B =1=p()",
donc B(g) € {ze C| zN = 1}. Par suite, (G) = {ze C | 2N = 1}.
(d) L'exposant de Ker(f) est le PPCM des ordres des éléments de Ker(f8), sous-groupe de

G. Par suite, il divise le PPCM des ordres des éléments de G, c’est-a-dire 1’exposant
N de G.

(e) On considere I'application suivante :

{ HxKer(fp) — G
qb'{ (W) —> hl.

C’est un homomorphisme de groupes : soient (hy, h}), (h2, hy,) € H x Ker(f).
d((h, 1)) (ha, 1)) = p(hihg, Wihh) = hihal )y, = hilihohl, = ¢ (b, hy)p(hy, hy).

¢ est injectif : soit (1, ') € Ker(¢p). Alors hi' = eg, donc i’ = h~!. De plus, comme
I € Ker(f) etque h ! € H,

B) =1=a(h™).
Comme a = |y est injectif, h™1 =eg, donch =ec eth = eg.
¢ est surjectif : soit ¢ € G. Comme a(H) = B(G), il existe h € H tel que a(h) = B(g).
Alors B(h1g) = B(h)~1B(g) = a(h) 1p(g) = 1, donc ' = h~1g € Ker(B). Par suite,
¢(h, 1) = hh~lg.
En conclusion, ¢ est un isomorphisme.

(f) On va procéder par récurrence sur |G|. Si |G| = 1, il n’y a rien a montrer. Supposons
le résultat vrai pour tout groupe abélien H tel que |H| < |G|. Soit x un élément de G
d’ordre I'exposant N de G. D’apres la question 24 (e), il existe un sous-groupe K de G
tel que G est isomorphe a (x) x K. De plus, 'exposant N’ de K divise N. En appliquant
I'hypothese de récurrence a K, il existe N», ..., Ny > 2, avec Ny divisant Ni_j,..., N3
divisant Ny, tels que K est isomorphe a

Z/NLZ % ... x Z)NZ.

Les éléments de ce groupe étant tous d’ordre divisant N, et ce groupe possédant
un élément d’ordre N, 'exposant de K est N». Donc N, divise Nj. Comme (x) est
isomorphe a Z/NZ, on obtient que G est isomorphe a

ZINZ x Z/NyZ % ... x Z/NZ,

qui est une décomposition de Kronecker de G.

25. On applique le théoréme des restes chinois de fagon répétée :

Z/6Z x ZJ15Z ~ Z,2Z. x Z/3Z x Z/3Z x Z/5Z
~ (Z)2Z x Z/3Z x Z/5Z) x (Z/3Z)
~ Z/30Z x Z/3Z,

qui est donc une décomposition de Kronecker de Z/6Z x Z/15Z.

_12/_
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Sixieme partie : applications centrales

26. (a) La fonction nulle est un élément de C(G). Soit A, u € C(G) et soient x, y € C. Pour tous

g, hegG,
(XA +yu)(g-h) = xA(g-h) + yu(g - h)
=xA(h-g) +yu(h-g)
= (xA +yu)(h - g).
Donc xA + yu € C(G).

(b) =. Supposons A centrale. Soient g, ¢’ dans une méme classe de conjugaison de G.
Alors g et ¢’ sont conjugués : il existe h € H tel que ¢ = hg’h~!. Comme A est centrale,

Ag) = A(hghh™") = A(h™(hg)) = M(g).

Donc A est constante sur chaque classe de conjugaison.

<=. Supposons A constante sur chaque classe de conjugaison de G. Soient g,/ € G.
Alors

hg = hg(hh™") = h(gh)h™",
donc hg et gh sont conjugués. Comme A est constante sur les classes de conjugaison,
A(hg) = A(gh) : A est centrale.

(c) Par définition, (¢ est constante sur chaque classe de conjugaison : par la question
26 (b), tc € C(G). On note {Cy,...,Cy} 'ensemble des classes de conjugaison de G.
Soient x1,...,x; € C tels que xqic, + ... + xxtc, = 0. Pour i € [1, k]|, choisissons g € C;.
Comme les classes de conjugaison de G sont disjointes,

(xttc, + .o+ x4, )(@) =0=0+...+0+x,+0+...+0 = x;.

Par suite, la famille (ic,, ..., ic,) est libre.

Soit A € C(G). D’apres la question 26 (b), A est constante sur C; pour tout i € [1,k] :
soit x; la valeur de A sur chaque élément de C;. Alors

A= Xiley + .o+ Xkl

Par suite, la famille (ic,, ..., ic,) est une famille génératrice de C(G).

En conclusion, la famille (ic,,...,!c,) est une base de C(G). La dimension de cet
espace est donc le nombre de classes de conjugaison de G.

27. (a) Soient g, h € G.

Xo(gh) = Tr(6(gh)) = Tr(0(g)  O(h)) = Tr(0(h) 0 O(g)) = Tr(O(hg) = Xxo(hg))-
On a utilisé la propriété de la trace démontrée dans la question 1 (e). Donc xg est
centrale.

(b) Soit N l'ordre de G. Alors gN = eg, donc 0(¢g") = 0(g)N = Idg. Par suite, XN — 1 est
un polynéme annulateur de 6(g). Comme ce polynome est a racines simples, d’apres
la question 2 6(g) est diagonalisable. De plus, ses valeurs propres sont racines de
XN — 1, donc des racines de l'unité.

(c) Soient Ay,..., A, les valeurs propres (avec multiplicité) de 6(g). Alors

Xo(g) =M +...4+ Au

De plus,
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D’apres la question 27 (b), Ay,...,A, sont des racines de l'unité et par suite, leurs
inverses sont leurs conjugués. Par suite,

x0(87") = A1 +... + Ay = xo(g)-
28. 1l est immédiat que cette forme est hermitienne. Soit A € C(G).
A, Ay = Z Mg 2 A8
geG geG

est un réel positif ou nul. De plus, si (A, 1) = 0, alors pour tout g € G, A(g) = 0 et donc
A = 0. Donc cette forme est définie positive.

29. (a) On obtient

Xo, Xo) = [ Z Xor(

geG

) (}i ﬂﬁj(@)

) (2

geG

(b) On obtient

(c) D’apres la question 13 (b) i, f est nulle, quelque soit le choix de de la matrice X. On
obtientdone,sil <i<n'etl <j<n,

n n
e ZZZZ g)xjaci(g") = 0.
g€G j=1k=1

Soit j € [1,n'] et k € [1, n].. On choisit alors X dont le seul coefficient non nul, égal a
1, est x;;. De ce qui précede,sil <i<n'et1<j<n,

|G|Za1] lel 1 =0.
geG
Par suite, avec la question 27 (c) et le changement de variables ¢ = h~1,

Xo, Xo) = ZXG’ )Xo (h
heG

Z Xor(h

heG

Z Xer(8

geG

EZZZ”H”N

ger 1j=1
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Tr(h
(d) 1i. D’apresla question 13 (c), l'application f de la question 29 (b) est égale a |C(;|) Idg.

On fixe j,k € [1,] et on choisit pour X la matrice dont le seul coefficient non nul
vaut 1 et est en position (j, k). Alorssii, /€ [1,],

Yil = |G| 2“1] )ari(g
geG
Tr(h)
Gl

De plus, comme f = Idg,sii #1,y;; =0.Sii =1, comme Tr(h) =1sij=k

1
y»{GSl]k

0 sinon.

et 0 sinon, on obtient

On obtient ainsi le résultat annoncé.

ii. Comme pour la question 29 (c),

(X0, X0) = €] Z Xor(
geG

(e) D’apresles questions 29 (c) et (d), la famille (xp,)1<i<k est orthonormale, donc est libre.
Par suite, k est inférieure ou égale a la dimension de C(G), c’est-a-dire le nombre de
classes de conjugaison de G.

30. On a montré dans la quatrieme partie que lorsque G est abélien, le nombre de représen-

tations irréductibles a isomorphisme pres de G est égal au cardinal de G, qui est égal au
cardinal de G d’apres la question 23. Montrer que si G est abélien, est égal a |G|.

31. Si 0O et 0 sontisomorphes, soit f : E — E’ un isomorphisme. Pour tout g € G, fo 0(g) =
0'(g) o f,donc 0'(g) = foO(g) o f!:en conséquence, O(g) et 0'(g) ont la méme trace,
ce qui donne g = xg. D'apres la question 29 (d),

(xe, xer) = {xo,xe) = 1.

32. Soient 0 : G — GL(E) une représentation d"un groupe fini G et soit E = F1 @...@F; une
décomposition de E en sous-espaces invariants irréductibles, obtenue avec le théoreme
de Maschke.

(a) En utilisant une base adaptée a cette décomposition, pour tout g € G,

k
xo(g) = Tr(0(g)) = > Tr(Or,(g Z?f@w
i=1

D’ou

k
Xo = ZXQW
i=1
_15/ _
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(b) Par suite,
k
(Xors X0y = ) (X0, Xoyg, )
i=1

De plus, d'apres la question 29, (xe', xo,) vaut 1 si 6 est 6}, sont isomorphes et 0
sinon. Donc (xg¢', xo) est égal au nombre de F; tels que &’ et 0|F, sont isomorphes.
33. =. Soit f un isomorphisme de 6 vers 6. Pour tout g € G, 6(g) = f 0 0'(g) o f~1, donc
0(fg) et 0'(g) ont la méme trace : xog = xo-

«=. Soit 01, ..., O les représentations irréductibles de G a isomorphismes pres, avec k
inférieur ou égal au nombre de classes de conjugaison de G. On utilise une décomposition
de E comme dans la question 32. En posant n; = (xg, x¢,), d’apres la question 32 (b), on
obtient que 0 est isomorphe a

" _ ngm Mg
0" =0 x...x 0"
N A 7 ! _ 12 . N
On proceéde de méme pour 6. On pose 1; = {xo', Xg;) et alors 0’ est isomorphe a

n n
1 k
O x ... x Ok,

Mais comme xg = xg/, 1 = ng pour touti € [[1, k]|, donc O et 6’ sont tous deux isomorphes
a la représentation 6”, donc sont isomorphes.
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