
AGRÉGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHÉMATIQUES
PREMIÈRE ÉPREUVE ÉCRITE

Première partie

Exercice 1

1. (a) C’est faux dès lors que la dimension de E est supérieure ou égale à 2. Voici un
contre-exemple : soit

f :

$&%
C2 ÝÑ C2�
x
y



ÞÝÑ

�
0 1
0 0


�
x
y



.

Le polynôme caractéristique de f est X2 et sa seule valeur propre est 0. Le noyau de
f étant de dimension 1, f n’est pas diagonalisable.

(b) C’est faux. Considérons de nouveau l’endomorphisme f précédent. Comme C2 est
de dimension 2, les sous-espaces stables par f sont :
— tp0, 0qu.
— C2.
— Les sous-espaces stables par f de dimension 1, c’est-à-dire les droites vectorielles

engendrées par un vecteur propre non nul. Il en existe donc un seul, noté E,

engendré par
�

1
0



.

Le sous-espace E ne possède donc aucun supplémentaire stable par f .

(c) C’est vrai. Soit pe1, . . . , enq une base de vecteurs propres de f . Pour tout i, soit λi P C
la valeur propre associée à ei. Pour tout i P i P ⟦1,n⟧,

f 2peiq � f � f peiq � f pλieiq � λi f peiq � λ2
i ei.

Donc ei est un vecteur propre de f 2, de valeur propre λ2
i . Ainsi, f 2 est diagonalisable.

(d) C’est faux. Reprenons une nouvelle fois l’endomorphisme f de la question 1 (a).
Alors f 2 est l’endomorphisme nul de R2, donc est diagonalisable. Mais f n’est pas
diagonalisable.

(e) C’est vrai. Choisissons une base B de E. La matrice de f dans la base B est notée
A � pai, jq1⩽i, j⩽n et la matrice de g dans cette base est notée B � pbi, jq1⩽i, j⩽n. La matrice
de f � g dans la base B est AB � pci, jq1⩽i, j⩽n, donc

Trp f � gq � TrpABq �
ņ

i�1

ci,i �
ņ

i�1

ņ

j�1

ai, jb j,i.

De même, la matrice de g � f dans la base B est BA � pdi, jq1⩽i, j⩽n, donc

Trpg � f q � TrpBAq �
ņ

i�1

di,i �
ņ

i�1

ņ

j�1

bi, ja j,i �
ņ

i�1

ņ

j�1

a j,ibi, j � Trp f � gq.

Exercice 2

2. paq ùñ pbq. Soit λ1, . . . , λk P C les valeurs propres (distinctes) de f . On pose

P � pX � λ1q . . . pX � λkq.

Les racines de ce polynôme sont simples. Si x P Kerp f � λiIdEq, alors f pxq � λix et par
suite,

Pp f qpxq � p f � λ1IdEq � p f � λi�1IdEq � p f � λi�1IdEq � p f � λkIdEq � p f � λiIdEqpxqlooooooomooooooon
�0E

� 0E.
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Donc Pp f q s’annule sur Kerp f � λiIdEq. Comme f est diagonalisable,

E �
kà

i�1
Kerp f � λiIdEq,

donc Pp f q s’annule sur E. Autrement dit, P annule f .
pbq ùñ pcq. Soit P un tel polynôme. Alors le polynôme minimal P f divise P. Comme P
est à racines simples, P f également.
pcq ùñ paq. Soit P f le polynôme minimal de f . On pose

Pp f q � pX � λ1q . . . pX � λkq,

où les λi sont des nombres complexes deux-à-deux distincts. Les polynômes X�λi étant
deux-à-deux premiers entre eux, par le lemme des noyaux,

KerpP f p f qq � E �
kà

i�1
Kerp f � λiIdEq.

Donc f est diagonalisable.
3. Soit P f le polynôme minimal de f . D’après la question (2), paq ùñ pcq, P f est à racines

simples. De plus, P f p f q est un endomorphisme nul, donc sa restriction à F également :

P f p f q|F � P f p f|Fq � 0EndpFq.

D’après la question 2, pbq ùñ paq, f|F est diagonalisable.
4. (a) Soit λ la valeur propre associée F. Soit x P F et soit i P ⟦1, k � 1⟧. Alors

fkp fipxqq � fk � fipxq � fi � fkpxq � fipλxq � λ fipxq,

donc fipxq est un vecteur propre de fk de valeur propre λ. Donc fipxq P F : F est stable
par fi.

(b) Comme fi est diagonalisable et que F est stable par fi (question 4. (a)), d’après la
question 3, la restriction de fi à F est diagonalisable.

(c) On procède par récurrence sur k. Si k � 1, il n’y a rien à démontrer car f1 est
diagonalisable. Supposons le résultat vrai à un rang k�1, avec k ⩾ 2. Soient F1, . . . ,Fn
les espaces propres de fk. On fixe j P ⟦1,n⟧. D’après la question 4. (a), Fi est stable
par f1, . . . , fk�1. On note f 1i la restriction de fi à F j. Comme f1, . . . , fk commutent,
f 11, . . . , f 1k�1 commutent également et sont diagonalisables d’après la question 4. (b).
Par l’hypothèse de récurrence, F j possède une baseB j de vecteurs propres communs
à f 11, . . . , f 1k�1. Les vecteur de B j sont donc des vecteurs propres de f1, . . . , fk�1 mais
aussi de fk, puisque F j est un espace propre de fk. Comme fk est diagonalisable,

E � F1 ` . . .` Fn,

et la réunion des bases B1, . . . ,Bn forme donc une base de E. On obtient ainsi une
base de vecteurs propres communs à f1, . . . , fk.
Par le principe de récurrence, le résultat est donc vrai pour tout k ⩾ 1.

Exercice 3

5. Soit N P Z.

pgdqN � eG ðñ gdN � eG

ðñ n | dN

ðñ
n
d
| N.

Par définition de l’ordre de gd, gd est d’ordre
n
d

.
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6. Soit N P Z. On pose n1 �
n

PGCDpd,nq
et d1 �

d
PGCDpd,nq

. Alors d1 et n1 sont premiers

entre eux.

pgdqN � eG ðñ gdN � eG

ðñ n | dN
ðñ n1 | d1N après simplification par le PGCD de n et d
ðñ n1 | N par le lemme de Gauss, d1 et n1 étant premiers entre eux.

Par définition de l’ordre de gd, gd est d’ordre n1 �
n

PGCDpd,nq
.

7. (a) xgy X xhy est un sous-groupe de xgy, donc son ordre divise l’ordre de g, c’est-à-dire k.
De même, il divise l et donc divise le PGCD de k et l, qui vaut 1. Par suite, |xgyXxhy| � 1
et xgy X xhy � tegu.

(b) Soit N l’ordre de g � h. Alors pg � hqN � gN � hN (le groupe étant abélien), ce qui donne
gN � h�N P xgy X xhy � teGu, d’après la question 7.(a). Par suite, gN � h�N � eG,
donc k divise N et l divise N, ce qui implique que PPCMpk, lq divise N. Comme k et l
sont premiers entre eux, PPCMpk, lq � kl, donc kl divise N.
De plus pg � hqkl � gkl � hkl � eG � eG � eG, donc N divise kl. On en conclut que N � kl.

8. On procède par récurrence sur n. Si n � 1, il n’y a rien à démontrer. Supposons le
résultat vrai au rang n � 1, avec n ⩾ 2. Par l’hypothèse de récurrence, g1 � . . . � gn�1 est
d’ordre k1 . . . kn�1. Comme les ki sont deux-à-deux premiers entre eux, k1 . . . kn�1 et kn
sont premiers entre eux. D’après la question 7. (b), g1 � . . . � gn � pg1 � . . . � gn�1q � gn est
d’ordre k1 . . . kn.
Par le principe de récurrence, le résultat est vrai à tout rang n ⩾ 1.

9. (a) La puissance de pi dans exppGq est le maximum des puissances de pi dans les décom-
positions en nombres premiers des ordres des éléments de G. Par suite, G possède un
élément hi dont la décomposition en nombres premiers de l’ordre N fait apparaître

pαi
i : autrement dit, pαi

i divise N. D’après la question 5, gi � h
N

p
αi
i

i est d’ordre pαi
i .

(b) D’après la question 8, les pαi
i étant deux-à-deux premiers entre eux, g � g1 � . . . � gn est

d’ordre pα1
1 . . . pαn

n � exppGq.

Deuxième partie : définition et exemples

10. (a) i. Comme θ est un homomorphisme de groupes, θpeGq � eGLpEq � IdE.

ii. Comme θ est un homomorphisme de groupes, θpg�1q � θpgq�1.

(b) Soient k, l P Z.
θ1pk � lq � f k�l � f k � f l � θ1pkq � θ1plq.

Donc θ1 est un homomorphisme de groupes.

(c) Montrons que θ2 est bien défini. Soit k, l P Z tels que k � l. Alors n divise k � l :
posons k � l � pn, avec p P Z. Alors

f k � f l�pn � f l � p f nqp � f l � Idp
E � f l.

Par suite, θ2 est bien défini. Soient k et l dans Z{nZ.

θ2pk � lq � θ2pk � lq � f k�l � f k � f l � θ2pkq � θ2plq.

Donc θ2 est bien un homomorphisme de groupes.
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(d) Tout d’abord, observons que fλ est bien un automorphisme de C2, sa matrice dans

la base canonique étant
�

1 λ
0 1



, clairement inversible. Soient λ, µ P C. Pour tout�

x
y



P C2,

fλ � fµ

�
x
y



� fλ

�
x � λy

y



�

�
x � λy � µy

y



�

�
x � pλ� µqy

y



� fλ�µ

�
x
y



,

donc fλ � fµ � fλ�µ. Par suite, θ3pλ� µq � θ3pλq � θ3pµq : θ3 est un homomorphisme
de groupes.

(e) Tout d’abord, pour tout σ P S3, gσ P GLpC3q. Soient σ, τ P S3. Pour tout

��x1
x2
x3

�
P C3,

gσ � gτ

��x1
x2
x3

�
� gσ

��xτ�1p1q
xτ�1p2q
xτ�1p3q

�
�
��xτ�1�σ�1p1q

xτ�1�σ�1p2q
xτ�1�σ�1p3q

�
�
��xpσ�τq�1p1q

xpσ�τq�1p2q
xpσ�τq�1p3q

�
� gσ�τ

��x1
x2
x3

�
,
donc gσ � gτ � gσ�τ. Par suite, θ4 est un homomorphisme de groupes.

11. (a) On note θpgq|F : F ÝÑ F l’endomorphisme de F induit par θpgq, pour tout g P G.
Comme θpgq est un homomorphisme de groupes,

θpgq|F � θpg�1q|F � θpgg�1q|F � IdE|F � IdF.

De même, θpg�1q|F �θpgq|F � IdF. Donc θpgq|F est un automorphisme de F, d’inverse
θpg�1q|F.

(b) On vient de montrer que θ|F prend bien ses valeurs dans GLpFq. Soient g, h P G.

θ|Fpgq � θ|Fphq � θpgq|F � θphq|F � pθpgq � θphqq|F � θpghq|F � θ|Fpghq.

Donc θ|F est bien un homomorphisme de groupes.

(c) L’endomorphisme f1 a pour matrice dans la base canonique deC2 la matrice
�

1 1
0 1



.

Le polynôme caractéristique de cette matrice est pX � 1q2, sa seule valeur propre est
1 et son seul espace propre est la droite D � Vectpp1, 0qq.
Soit F un sous-espace invariant de θ3. Sa dimension est 0, 1 ou 2. Si c’est 0, alors
F � tp0, 0qu. Si c’est 2, alors F � C2. Si c’est 1, alors F est une droite stable par f1, donc
une droite de F engendrée par un vecteur propre de f1 : il s’agit de D. Réciproquement,
ces trois sous-espaces sont stables par tous les fλ, lorsque λ parcourtC. Donc les sous-
espaces invariants de θ3 sont tp0, 0qu, C2 et D.

(d) i. Soit px1, x2, x3q P F et soit σ P S3. Alors

θ4pσq

��x1
x2
x3

�
�
��xσ�1p1q

xσ�1p2q
xσ�1p3q

�
P F,

car xσ�1p1q � xσ�1p2q � xσ�1p3q � x1 � x2 � x3 � 0. Par suite, F est un sous-espace
invariant de θ4.
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ii. Une base de F est donnée par B �

�����1
1
0

�
,
���1

0
1

�
�
. La matrice de θ4pσq dans

cette base B est donnée dans le tableau suivant :

σ MBpθ4pσqq

Id
�

1 0
0 1



p12q

�
�1 �1
0 1



p23q

�
0 1
1 0



p123q

�
�1 �1
1 0



p213q

�
0 1
�1 �1



p13q

�
1 0
�1 �1




iii. Le sous-espace F1 de C3 engendré par le vecteur p1, 1, 1q est clairement invariant
par θ4. De plus, comme 1 � 1 � 1 , 0, p1, 1, 1q n’appartient pas à F. Comme F1 est
de dimension 1, F X F1 � tp0, 0, 0qu. Comme dimpFq � dimpF1q � 3 � dimpC3q,
C3 � F ` F1.

12. (a) Soit x P Kerp f q. Pour tout g P G,

f pθpgqpxqq � f � θpgqpxq � θ1pgq � f pxq � θ1pgqp0E1q � 0E1 ,

donc θpgqpxq P Kerp f q : Kerp f q est un sous-espace invariant de θ.

(b) Soit y P Imp f q. Alors il existe x P E tel que y � f pxq. Pour tout g P G,

θ1pgqpyq � θ1pgqp f pxqq � θ1pgq � f pxq � f � θpgqpxq � f pθpgqpxqq P Imp f q,

donc Imp f q est un sous-espace invariant de θ1.

(c) Soit λ une valeur propre de f et soit F le sous-espace propre associé. Soit x P F. Pour
tout g P G,

f pθpgqqpxqq � f � θpgqpxq � θpgq � f pxq � θpgqpλxq � λθpgqpxq,

donc θpgqpxq P F : F est un sous-espace invariant de θ.

13. (a) i. Supposons f non nul. Alors Kerp f q est un sous-espace invariant de θ non égal
à E. Comme θ est irréductible, ceci implique que Kerp f q � t0Eu, donc f est
injective. De plus, Imp f q est un sous-espace invariant de θ1, non nul. Comme θ1

est irréductible, ceci implique que Imp f q � F, donc f est surjective. En conclusion,
si f est non nul, alors f est un isomorphisme.

ii. Comme C est algébriquement clos, f possède au moins une valeur propre λ.
L’espace propre associé F est alors un sous-espace invariant non nul de θ. Comme
θ est irréductible, F � E et donc f � λIdE.
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(b) i. Soit g1 P G.

f � θpg1q �
1
|G|

¸
gPG

θ1pgq � h � θpg�1q � θpg1q

�
1
|G|

¸
gPG

θ1pgq � h � θpg�1g1q

�
1
|G|

¸
g2PG

θ1pg1g2q � h � θpg2�1q

�
1
|G|

¸
g2PG

θ1pg1q � θpg2q � h � θpg2�1q

� θ1pg1q �

�� 1
|G|

¸
g2PG

θpg2q � h � θpg2�1q

�

� θ1pg1q � f .

À la troisième ligne, on a effectué le changement d’indices g2 � g1�1g, ce qui donne
g � g1g2 et g�1g1 � g2�1 Donc f est un homomorphisme de représentations de θ
vers θ1.

ii. Si θ et θ1 ne sont pas isomorphes, alors f ne peut pas être un isomorphisme.
D’après la question 13 (a) i., f � 0.

iii. D’après la question 13. (a) ii, comme θ est irréductible, il existe λ P C tel que
f � λIdE. Sa trace est donc dimpEqλ. De plus,

Trp f q �
1
|G|

¸
gPG

Trpθpgq � h � θpg�1qq

�
1
|G|

¸
gPG

Trpθpgq � h � θpgq�1q

�
1
|G|

¸
gPG

Trphq car h et θpgq � h � θpgq�1 sont semblables

� Trphq.

Donc λ �
Trphq

dimpEq
.

Troisième partie : théorème de Maschke

Le but de cette partie est de démontrer le théorème suivant :

14. Soient θ : G ÝÑ GLpEq une représentation d’un groupe fini G et F un sous-espace
invariant de θ.
(a) Il s’agit du théorème de la base incomplète.

(b) Si x P F,

qpxq �
1
|G|

¸
gPG

θpgq � p � θpg�1qpxq.

Comme F est un sous-espace invariant de F, pour tout g P G, θpg�1qpxq P F, donc
p � θpg�1qpxq � θpg�1qpxq. On obtient alors

qpxq �
1
|G|

¸
gPG

θpgq�θpg�1qpxq �
1
|G|

¸
gPG

θpgg�1qpxq �
1
|G|

¸
gPG

θpeGqpxq �
1
|G|

¸
gPG

x � x.
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(c) La question précédente implique que F � Impqq. De plus, pour tout x P E, pour tout
g P G, p � θpg�1qpxq est un élément de F. Comme F est un sous-espace invariant de θ,
θpgq � p � θpg�1qpxq P F. En sommant, on obtient donc que qpxq P F pour tout x P E,
donc Impqq � F. On a montré que Impqq � F.
Soit x P E. Alors qpxq P F. D’après la question 14. (b), q2pxq � qpqpxqq � qpxq. Donc
q2 � q : q est une projection sur Impqq � F.

(d) Soit h P G.

q � θphq �
1
|G|

¸
gPG

θpgq � p � θpg�1q � θphq

�
1
|G|

¸
gPG

θpgq � p � θpg�1hq

�
1
|G|

¸
g1PG

θphg1q � p � θpg1�1q

�
1
|G|

¸
g1PG

θphq � θpg1q � p � θpg1�1q

� θphq �

�� 1
|G|

¸
g1PG

θpg1q � p � θpg1�1q

�

� θphq � q.

À la troisième ligne, on a effectué le changement d’indices g1 � h�1g, ce qui donne
g � hg1 et g�1h � g1�1. Donc q est un homomorphisme de représentations de θ vers
elle-même.

(e) Par suite, Kerpqq est un sous-espace invariant de θ. Comme q est une projection sur
F, E � F ` Kerpqq.

15. Si E est de dimension 1, les seuls sous-espaces de E sont E et t0Eu, donc a fortiori les seuls
sous-espaces invariants de θ sont E et t0Eu.

16. On procède par récurrence sur dimpEq. Si dimpEq � 1, alors E est irréductible : on
prend k � 1 et F1 � E. On suppose dimpEq ⩾ 2 et le résultat acquis pour toutes les
représentations θ1 : G ÝÑ GLpE1q de G telles que dimpE1q   dimpEq. Si θ est irréductible,
on prend k � 1 et F1 � E. Sinon, il existe un sous-espace non trivial F invariant par θ.
D’après la question 14. (f), il existe un autre sous-espace invariant non trivial F1 tel que
E � F`F1. Comme F est non trivial, dimpFq   dimpEq et dimpF1q   dimpEq. On applique
l’hypothèse de récurrence à θ|F et θ|F1 . Il existe k, l ⩾ 1, des sous-espaces F1, . . . ,Fk de
F et F11, . . . ,F

1
l de F1, tous invariants par θ, tels que pour tout i P rks, pθ|Fq|Fi � θ|Fi est

irréductible et pour tout j P rls, pθ|F1q|F1j � θ|F1j est irréductible, avec de plus

F � F1 ` . . .` Fk, F1 � F11 ` . . .` F1l.

Alors
E � F ` F1 � F1 ` . . .` Fk ` F11 ` . . .` F1l.

Le résultat est donc vrai pour θ. On conclut avec le principe de récurrence.

Quatrième partie : le cas des groupes abéliens finis

17. (a) Par le théorème de Lagrange, pour tout g P G, gN � eG, donc θpgqN � θpgNq �
θpeGq � IdE. Par suite, XN � 1 est un polynôme annulateur de θpgq. Ce polynôme
étant à racines simples, θpgq est diagonalisable (question 2).
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(b) Soient g1, . . . , gN les éléments de G. Pour tout i, j P ⟦1,N⟧, gig j � g jgi dans G, donc

θpgiq � θpg jq � θpgig jq � θpg jgiq � θpg jq � θpgiq.

De plus, d’après la question 17 (a), les endomorphismes θpgiq sont tous diagonali-
sables. D’après la question 4, avec fi � θpgiq, il existe une base commune de vecteurs
propres au θpgiq et donc en particulier un vecteur propre commun à tous les θpgiq.

(c) On note x ce vecteur propre commun et F le sous-espace de E engendré par x. Alors
F est stable par tous les θpgiq, donc est une sous-représentation de θ de dimension 1.
Comme E est irréductible, E � F et E est de dimension 1.

18. Lorsque E est de dimension 1, on a l’isomorphisme de groupes suivant :$&%
C� ÝÑ GLpEq

α ÞÝÑ

"
E ÝÑ E
x ÞÝÑ αx.

19. Tout d’abord, montrons que cette application est bien définie. Soient α, β P pG. Pour tous
g, h P G,

α � βpghq � αpghqβpghq
� αpgqαphqβpgqβphq
� αpgqβpgqαphqβphq
� α � βpgqα � βphq

donc α � β est bien un homomorphisme de groupes de G dans C�. De plus, comme �
est le produit habituel des applications à valeurs dans C, il est associatif et commutatif.
Le caractère constant 1 est évidemment un élément de pG, et c’est un élément neutre

pour �. Soit enfin α P pG. Comme ι : z ÝÑ
1
z

est un endomorphisme du groupe C�, par

composition ι � α P pG et pour tout g P G,

α � pι � αqpgq � αpgq
1

αpgq
� 1,

donc ι � α est l’inverse de α dans ppG, �q. Par suite, ppG, �q est un groupe abélien.

20. (a) Tout d’abord, α1 est bien définie : soit k, l P Z, tels que k � l. Alors n divise k � l :
posons k � l � np, avec p P Z.

e
2iπl

n � e
2iπk

n �2piπ � e
2iπk

n e2piπ � e
2iπk

n ,

donc α1 est bien définie. Soient k, l P Z{nZ.

α1pk � lq � e
2iπpk�lq

n � e
2iπk

n e
2iπl

n � α1pkqα1plq,

donc α1 P pG.

(b) Soit α P pG. Alors
αpn1q � αp0q � 1 � αp1qn,

donc αp1q est une racine n-ième de l’unité : il existe p P Z tel que

αp1q � e
2iπp

n .
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Pour tout k P Z{nZ, on a alors

αpkq � αpk1q

� αp1qk

� e
2iπkp

n

�
�

e
2iπk

n

	p

� α1pkqp

� α
p
1pkq.

Par suite, α � α
p
1. Le groupe pG est donc engendré par α1. De plus, αn

1 � 1 et si αm
1 � 1,

avec m P Z, alors
αm

1 p1q � e
2iπm

n � 1,

donc n divise m : α1 est d’ordre n dans pG.
21. Pour alléger, on pose

x � p0, 1q, y � p1, 0q,

0 � p0, 0q, z � x � y � p1, 1q.

Soit α P pG, comme 2x � 2y � 0, nécessairement αpxq2 � αpyq2 � 1, donc αpxq, αpyq P
t1,�1u. De plus, αpzq � αpxqαpyq. Ceci donne quatre possibilités pour α :

α0 :

$''''&''''%
G ÝÑ C�

0 ÞÝÑ 1
x ÞÝÑ 1
y ÞÝÑ 1
z ÞÝÑ 1

α1 :

$''''&''''%
G ÝÑ C�

0 ÞÝÑ �1
x ÞÝÑ 1
y ÞÝÑ 1
z ÞÝÑ �1

α2 :

$''''&''''%
G ÝÑ C�

0 ÞÝÑ 1
x ÞÝÑ 1
y ÞÝÑ �1
z ÞÝÑ �1

α3 :

$''''&''''%
G ÝÑ C�

0 ÞÝÑ 1
x ÞÝÑ �1
y ÞÝÑ �1
z ÞÝÑ 1

On vérifie facilement que ces quatre applications sont bien des éléments de pG. Donc pG
est un groupe à 4 éléments, constitué de α0, α1, α2 et α3.

Cinquième partie : prolongement des caractères et théorème de
Kronecker

22. (a) De manière évidente, thxp | h P H, p P Zu � K, car K est un sous-groupe de G
contenant les éléments de H et x. osons K1 � thxp | h P H, p P Zu. Soit hxp, h1xq P K1,
avec h, h1 P H, p, q P Z. Comme G est abélien,

phxpqph1xqq�1 � p hh1�1loomoon
PH

qxp�q P K1.

Donc K1 est un sous-groupe de G. Comme il contient H (pour p � 0) et x (pour h � eG
et p � 1), il contient K. Donc K � K1.
Les éléments de K{H sont les classes des éléments hxp, avec h P H et p P Z :

hxp � hxp � xp.

Donc K{H est un groupe cyclique, engendré par x. Comme x n’appartient pas à H,
K{H est non nul.
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(b) Existence d’une telle écriture. Soit g P K. Alors comme K{H est un groupe cyclique
engendré par x, d’ordre r, il existe p P ⟦0, r� 1⟧ tel que g � xp. Alors gx�r � eG, donc
gx�r P H : posons gx�r � h P H. On obtient g � hxp.
Unicité d’une telle écriture. Supposons hxp � h1xq, avec h, h1 P H, p, q P ⟦0, r � 1⟧. Dans
G{H, on obtient

hxp � xp � h1xq � xq.

Comme x est d’ordre r, p � q. Par suite, h � hxpx�p � h1xqx�q � h1.
(c) Comme x est d’ordre r dans G{H, xr � eG, donc xr P H.
(d) Par l’unicité de l’écriture (question 22 (b)), α̃ est bien défini. Vérifions qu’il s’agit

d’un caractère de K. Soient g, g1 P K. Par la question 22 (b), on peut écrire g � hxp et
g1 � h1xq, avec h, h1 P H et 0 ⩽ p, q ⩽ r � 1. On considère la division euclidienne de
p � q par r : p � q � ar � b, avec a, b P Z et 0 ⩽ b ⩽ r � 1. Alors

α̃pgg1q � α̃phxph1xqq

� α̃phh1xp�qq

� α̃phh1pxrqaloomoon
PH

xbq

� αphh1pxrqaqωb

� αphqαph1qαpxrqaωb car α P pH
� αphqαph1qzaωb

� αphqαph1qωar�b

� αphqαph1qωp�q

� αphqωpαph1qωq

� α̃pgqα̃pg1q.

Donc α̃ P pK. Si g P H, alors

α̃pgq � αpgqω0 � αpgq,

donc α̃ prolonge α.
(e) On raisonne par récurrence sur rG : Hs. Si rG : Hs � 1, alors G � H et il n’y a rien à

démontrer. Supposons que pour tout sous-groupe K de G tel que rG : Ks   rG : Hs
et pour tout caractère α̃ P yG{K, il existe α1 P pG tel que α1

|K � α̃, avec rG : Hs ¡ 1.
Choisissons x P GzH et posons K comme dans la question 22 (a). D’après la question
22 (d), il existe α̃ P pK tel que α̃|H � α. De plus H ⊊ K puisque x P KzH, donc
rG : Ks   rG : Hs. Par l’hypothèse de récurrence, il existe α1 P pG tel que α1

|K � α̃. Alors

α|H � α̃|H � α.

Par le principe de récurrence, le résultat est valable quelque soit rG : Hs.

23. (a) Dans ce cas, G est isomorphe àZ{nZ, où n est l’ordre de G. Par suite, pG est isomorphe
à {Z{nZ, groupe cyclique d’ordre n d’après la question 20 (b).

(b) La restriction d’un homomorphisme étant encore un homomorphisme, θ prend bien
ses valeurs dans pH. Soient α, β P pG. Pour tous h P H,

θpα � βqphq � pα � βqphq � αphqβphq � α|Hphqα|Hphq � θpαq � θpβqphq,

donc θpα � βq � θpαq � θpβq : θ est un homomorphisme de groupes.
Enfin, soit α P pH. D’après la question 22, il existe α1 P pG tel que α1

|H � α, donc
θpα1q � α : θ est surjectif.
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(c) Soient g, g1 P G tels que dans G{H, g � g1. Alors gg1�1 P H. Comme α P Kerpθq, α|H
est le caractère constant (égal à 1) sur H, donc

αpgg1�1q � αpgqαpg1q�1 � 1,

et finalement αpgq � αpg1q : α est bien défini.

Soient g, g1 P G{H.

αpgg1q � αpgg1q � αpgqαpg1q � αpgqαpg1q,

donc α PzG{H.

(d) On a ainsi défini une applicationΨ de Kerpθq danszG{H, envoyant α sur α. Montrons
queΨ est un homomorphisme : soient α, β P Kerpθq. Pour tout g P G{H,

Ψpα � βqpgq � α � βpgq � αpgqβpgq � ΨpαqpgqΨpβqpgq � Ψpαq �Ψpβqpgq,

doncΨpα � βq � Ψpαq �Ψpβq.

Montrons que Ψ est surjectif. Soit α P zG{H. Comme la surjection canonique π :
G ÝÑ G{H est un homomorphisme de groupes, par composition β � α � π est un
homomorphisme de groupes de G dans C�, donc appartient à pG et par construction,
Ψpβq � α.
Montrons queΨ est injectif. Soit α P Kerpψq. Alors pour tout g P G,

αpgq � Ψpαqpgq � 1
zG{Hpgq � 1,

donc α � 1
pG. Ainsi,Ψ est injectif.

(e) On procède par récurrence sur |G|. Si |G| � 1 ou 2, alors G est cyclique et d’après la
question 23 (a), |pG| � |G|. Supposons le résultat vrai pour tous les groupes abéliens
H tels que |H|   |G|. Si G est cyclique, d’après la question 23 (a), |pG| � |G|. Sinon, on
choisit H comme dans la question 23 (b). Alors H est un sous-groupe non trivial de
G et l’hypothèse de récurrence s’applique à H et à G{H. D’après le premier théorème
d’isomorphisme appliqué à θ,

|pG| � | pH||Kerpθq|.

Par l’hypothèse de récurrence appliquée à H, | pH| � |H|. De plus, d’après la question
23. (d) et l’hypothèse de récurrence appliquée à G{H,

|Kerpθq| � |zG{H| � |G{H| �
|G|
|H|

,

et pour finir

|pG| � |H|
rG|
|H|

� |G|.

24. (a) Comme pour la question 20 (a), on montre que l’application suivante est un caractère
de H :

α :

#
H ÝÑ C�

xk ÞÝÑ e
2ikπ

N .

Comme e
2iπ
N est un élément de C� d’ordre N, α est injectif.

(b) La question 22 permet de montrer l’existence d’un tel β.
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(c) Comme β est un prolongement de α, βpGq contient

αpHq � te
2ikπ

N | k P Zu � tz P C | zN � 1u.

Soit g P G. Par définition de l’exposant de G, l’ordre de g divise N, donc gN � eG. Par
suite,

βpgNq � 1 � βpgqN,

donc βpgq P tz P C | zN � 1u. Par suite, βpGq � tz P C | zN � 1u.

(d) L’exposant de Kerpβq est le PPCM des ordres des éléments de Kerpβq, sous-groupe de
G. Par suite, il divise le PPCM des ordres des éléments de G, c’est-à-dire l’exposant
N de G.

(e) On considère l’application suivante :

ϕ :
"

H � Kerpβq ÝÑ G
ph, h1q ÞÝÑ hh1.

C’est un homomorphisme de groupes : soient ph1, h11q, ph2, h12q P H � Kerpβq.

ϕpph1, h11qph2, h12qq � ϕph1h2, h11h12q � h1h2h11h12 � h1h11h2h12 � ϕph1, h11qϕph2, h12q.

ϕ est injectif : soit ph, h1q P Kerpϕq. Alors hh1 � eG, donc h1 � h�1. De plus, comme
h1 P Kerpβq et que h�1 P H,

βph1q � 1 � αph�1q.

Comme α � β|H est injectif, h�1 � eG, donc h � eG et h1 � eG.
ϕ est surjectif : soit g P G. Comme αpHq � βpGq, il existe h P H tel que αphq � βpgq.
Alors βph�1gq � βphq�1βpgq � αphq�1βpgq � 1, donc h1 � h�1g P Kerpβq. Par suite,
ϕph, h1q � hh�1g.
En conclusion, ϕ est un isomorphisme.

(f) On va procéder par récurrence sur |G|. Si |G| � 1, il n’y a rien à montrer. Supposons
le résultat vrai pour tout groupe abélien H tel que |H|   |G|. Soit x un élément de G
d’ordre l’exposant N de G. D’après la question 24 (e), il existe un sous-groupe K de G
tel que G est isomorphe à xxy�K. De plus, l’exposant N1 de K divise N. En appliquant
l’hypothèse de récurrence à K, il existe N2, . . . ,Nk ⩾ 2, avec Nk divisant Nk�1,. . ., N3
divisant N2, tels que K est isomorphe à

Z{N2Z� . . .�Z{NkZ.

Les éléments de ce groupe étant tous d’ordre divisant N2 et ce groupe possédant
un élément d’ordre N2, l’exposant de K est N2. Donc N2 divise N1. Comme xxy est
isomorphe à Z{NZ, on obtient que G est isomorphe à

Z{NZ� Z{N2Z� . . .�Z{NkZ,

qui est une décomposition de Kronecker de G.

25. On applique le théorème des restes chinois de façon répétée :

Z{6Z�Z{15Z � Z{2Z�Z{3Z�Z{3Z�Z{5Z
� pZ{2Z�Z{3Z�Z{5Zq � pZ{3Zq
� Z{30Z�Z{3Z,

qui est donc une décomposition de Kronecker de Z{6Z�Z{15Z.
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Sixième partie : applications centrales

26. (a) La fonction nulle est un élément de CpGq. Soit λ, µ P CpGq et soient x, y P C. Pour tous
g, h P G,

pxλ� yµqpg � hq � xλpg � hq � yµpg � hq
� xλph � gq � yµph � gq
� pxλ� yµqph � gq.

Donc xλ� yµ P CpGq.

(b) ùñ. Supposons λ centrale. Soient g, g1 dans une même classe de conjugaison de G.
Alors g et g1 sont conjugués : il existe h P H tel que g � hg1h�1. Comme λ est centrale,

λpgq � λpphg1qh�1q � λph�1phg1qq � λpg1q.

Donc λ est constante sur chaque classe de conjugaison.
ðù. Supposons λ constante sur chaque classe de conjugaison de G. Soient g, h P G.
Alors

hg � hgphh�1q � hpghqh�1,

donc hg et gh sont conjugués. Comme λ est constante sur les classes de conjugaison,
λphgq � λpghq : λ est centrale.

(c) Par définition, ιC est constante sur chaque classe de conjugaison : par la question
26 (b), ιC P CpGq. On note tC1, . . . ,Cku l’ensemble des classes de conjugaison de G.
Soient x1, . . . , xk P C tels que x1ιC1 � . . .� xkιCk � 0. Pour i P ⟦1, k⟧, choisissons g P Ci.
Comme les classes de conjugaison de G sont disjointes,

px1ιC1 � . . .� xkιCkqpgq � 0 � 0 � . . .� 0 � xi � 0 � . . .� 0 � xi.

Par suite, la famille pιC1 , . . . , ιCkq est libre.
Soit λ P CpGq. D’après la question 26 (b), λ est constante sur Ci pour tout i P ⟦1, k⟧ :
soit xi la valeur de λ sur chaque élément de Ci. Alors

λ � x1ιC1 � . . .� xkιCk .

Par suite, la famille pιC1 , . . . , ιCkq est une famille génératrice de CpGq.
En conclusion, la famille pιC1 , . . . , ιCkq est une base de CpGq. La dimension de cet
espace est donc le nombre de classes de conjugaison de G.

27. (a) Soient g, h P G.

χθpghq � Trpθpghqq � Trpθpgq � θphqq � Trpθphq � θpgqq � Trpθphgq � χθphgqq.

On a utilisé la propriété de la trace démontrée dans la question 1 (e). Donc χθ est
centrale.

(b) Soit N l’ordre de G. Alors gN � eG, donc θpgNq � θpgqN � IdE. Par suite, XN � 1 est
un polynôme annulateur de θpgq. Comme ce polynôme est à racines simples, d’après
la question 2 θpgq est diagonalisable. De plus, ses valeurs propres sont racines de
XN � 1, donc des racines de l’unité.

(c) Soient λ1, . . . , λn les valeurs propres (avec multiplicité) de θpgq. Alors

χθpgq � λ1 � . . .� λn.

De plus,

χθpg�1q �
1
λ1

� . . .�
1
λn
.
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D’après la question 27 (b), λ1, . . . , λn sont des racines de l’unité et par suite, leurs
inverses sont leurs conjugués. Par suite,

χθpg�1q � λ1 � . . .� λn � χθpgq.

28. Il est immédiat que cette forme est hermitienne. Soit λ P CpGq.

xλ, λy �
1
|G|

¸
gPG

λpgqλpgq �
1
|G|

¸
gPG

|λpgq|2

est un réel positif ou nul. De plus, si xλ, λy � 0, alors pour tout g P G, λpgq � 0 et donc
λ � 0. Donc cette forme est définie positive.

29. (a) On obtient

xχθ1 , χθy �
1
|G|

¸
gPG

χθ1pgqχθpgq

�
1
|G|

¸
gPG

�
n1¸

i�1

a1i,ipgq

��� ņ

j�1

a j, jpgq

�

�

1
|G|

¸
gPG

n1¸
i�1

ņ

j�1

a1i,ipgqa j, jpgq.

(b) On obtient

yi,l �
1
|G|

¸
gPG

n1¸
j�1

ņ

k�1

a1i, jpgqx j,kak,lpg�1q.

(c) D’après la question 13 (b) i, f est nulle, quelque soit le choix de de la matrice X. On
obtient donc, si 1 ⩽ i ⩽ n1 et 1 ⩽ j ⩽ n,

yi,l �
1
|G|

¸
gPG

n1¸
j�1

ņ

k�1

a1i, jpgqx j,kak,lpg�1q � 0.

Soit j P ⟦1,n1⟧ et k P ⟦1,n⟧. On choisit alors X dont le seul coefficient non nul, égal à
1, est x j,k. De ce qui précède, si 1 ⩽ i ⩽ n1 et 1 ⩽ j ⩽ n,

1
|G|

¸
gPG

a1i, jpgqak,lpg�1q � 0.

Par suite, avec la question 27 (c) et le changement de variables g � h�1,

xχθ1 , χθy �
1
|G|

¸
hPG

χθ1phqχθphq

�
1
|G|

¸
hPG

χθ1ph�1qχθphq

�
1
|G|

¸
gPG

χθ1pgqχθpg�1q

�
1
|G|

¸
gPG

n1¸
i�1

ņ

j�1

ai,ia j, jpg�1q

�
n1¸

i�1

ņ

j�1

�� 1
|G|

¸
gPG

ai,ia j, jpg�1q

�

� 0.
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(d) i. D’après la question 13 (c), l’application f de la question 29 (b) est égale à
Trphq
|G|

IdE.

On fixe j, k P ⟦1, ⟧ et on choisit pour X la matrice dont le seul coefficient non nul
vaut 1 et est en position p j, kq. Alors si i, l P ⟦1, ⟧,

yi,l �
1
|G|

¸
gPG

ai, jpgqak,lpg�1q.

De plus, comme f �
Trphq
|G|

IdE, si i , l, yi,l � 0. Si i � l, comme Trphq � 1 si j � k

et 0 sinon, on obtient

yi,i �

$&%
1
|G|

si j � k,

0 sinon.

On obtient ainsi le résultat annoncé.

ii. Comme pour la question 29 (c),

xχθ, χθy �
1
|G|

¸
gPG

χθ1pgqχθpg�1q

�
1
|G|

¸
gPG

ņ

i�1

ņ

j�1

ai,ia j, jpg�1q

�
ņ

i�1

ņ

j�1

�� 1
|G|

¸
gPG

ai,ia j, jpg�1q

�

�

ņ

i�1

1
n
� 0

� 1.

(e) D’après les questions 29 (c) et (d), la famille pχθiq1⩽i⩽k est orthonormale, donc est libre.
Par suite, k est inférieure ou égale à la dimension de CpGq, c’est-à-dire le nombre de
classes de conjugaison de G.

30. On a montré dans la quatrième partie que lorsque G est abélien, le nombre de représen-
tations irréductibles à isomorphisme près de G est égal au cardinal de pG, qui est égal au
cardinal de G d’après la question 23. Montrer que si G est abélien, est égal à |G|.

31. Si θ et θ1 sont isomorphes, soit f : E ÝÑ E1 un isomorphisme. Pour tout g P G, f �θpgq �
θ1pgq � f , donc θ1pgq � f � θpgq � f�1 : en conséquence, θpgq et θ1pgq ont la même trace,
ce qui donne χθ � χθ1 . D’après la question 29 (d),

xχθ, χθ1y � xχθ, χθy � 1.

32. Soient θ : G ÝÑ GLpEq une représentation d’un groupe fini G et soit E � F1` . . .`Fk une
décomposition de E en sous-espaces invariants irréductibles, obtenue avec le théorème
de Maschke.
(a) En utilisant une base adaptée à cette décomposition, pour tout g P G,

χθpgq � Trpθpgqq �
ķ

i�1

Trpθ|Fipgqq �
ķ

i�1

χθ|Fi
pgq.

D’où

χθ �
ķ

i�1

χθ|Fi
.
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(b) Par suite,

xχθ1 , χθy �
ķ

i�1

xχθ1 , χθ|Fi
y.

De plus, d’après la question 29, xχθ1 , χθ|Fi
y vaut 1 si θ est θ|Fi sont isomorphes et 0

sinon. Donc xχθ1 , χθy est égal au nombre de Fi tels que θ1 et θ|Fi sont isomorphes.

33. ùñ. Soit f un isomorphisme de θ vers θ1. Pour tout g P G, θpgq � f � θ1pgq � f�1, donc
θp f gq et θ1pgq ont la même trace : χθ � χθ1 .
ðù. Soit θ1, . . . , θk les représentations irréductibles de G à isomorphismes près, avec k
inférieur ou égal au nombre de classes de conjugaison de G. On utilise une décomposition
de E comme dans la question 32. En posant ni � xχθ, χθiy, d’après la question 32 (b), on
obtient que θ est isomorphe à

θ2 � θn1
1 � . . .� θnk

k .

On procède de même pour θ1. On pose n1i � xχθ1 , χθiy et alors θ1 est isomorphe à

θ
n11
1 � . . .� θ

n1k
k .

Mais comme χθ � χθ1 , ni � n1i pour tout i P ⟦1, k⟧, donc θ et θ1 sont tous deux isomorphes
à la représentation θ2, donc sont isomorphes.
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